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摘　要:针对摄影测量影像来源多样化、复杂化、大数据化等趋势,传统区域网平差算法在应对当前复杂

多变的数据来源,矩阵排列毫无规律的法方程结构以及大数据量带来的高内存需求和低计算效率等问

题上,遇到了前所未有的挑战,为了解决上述难题,本文引入了预条件共轭梯度法以及不精确牛顿解法

求解区域网平差过程中的法方程,同时使用一种块状法方程系数矩阵压缩存储格式,构建了全新的区域

网平差技术流程.本文方法避免了直接对法方程系数矩阵的求逆,压缩了法方程系数矩阵所需的内存

空间,使得本文算法比传统算法所需计算机内存空间大幅减少,平差计算速度明显提升,同时保证了计

算精度与传统方法相当.初步试验证明,本文方法对４５００张影像、近９００万像点数据的平差计算在普

通电脑上仅需要约１５min,且计算精度达到子像素级.
关键词:区域网平差;预条件共轭梯度;不精确牛顿解;稀疏矩阵压缩;大数据
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　　区域网平差是遥感数据几何处理,特别是解

析空中三角测量中的关键技术之一.经过几十年

的发展,其理论方法已较为成熟,应用也十分广

泛,几乎涉及与遥感数据几何处理相关的各个应

用领域,如航空航天摄影测量,基于影像的城市三

维建模等;在计算机视觉领域,区域网平差同样是

三维重建,虚拟现实中的十分重要的技术.传统

的区域网平差方法主要是采用列文伯格Ｇ马夸尔

特法(levenbergmarquardt,LM)[１]模型,逐点构

建误差方程,构建法方程以及改化法方程,通过对

法方程系数矩阵求逆,计算法方程的解(未知数改

正数),更新未知数,通过反复迭代直到收敛,即可

最终得到未知数(内外方位元素)的解.上述模型

对于处理传统的规则航空摄影影像十分有效,然
而随着科技的发展,大量新兴传感器不断涌现,数
据获取方式和来源发生了巨大的变化,如倾斜摄

影、无人机摄影、车载相机摄影、普通手持相机摄

影等,相应的,也有很多学者对这些新数据进行了

大量的研究[１Ｇ４],提出了一些新的方法,但平差效

率问题仍然存在.与传统的规则航空摄影相比,
新的数据呈现出不同的特点,如排列不规则、重叠

度的方向和大小不一等.而随着地理空间信息逐

步进入大数据时代[５],平差的大数据量问题也日

益凸显,新的数据源给区域网平差带来了新的难

题和挑战.
针对传统的LM 区域网平差模型,很多学者

研究了法方程的存储和运算问题,例如,如何优化

法方程系数矩阵的最小带宽,以减少法方程系数

矩阵的内存需求[６Ｇ９],这些研究均是基于影像排列

的规律性,如果影像的排列呈随机性,法方程系数

矩阵的结构不满足带状条件,则必须存储整个法

方程.此时法方程系数矩阵将会耗费大量内存,
即便现代计算机性能已经得到大幅提升,但是当

影像数超过５０００张时,普通计算机仍然会面临内

存不足的问题,因此必须寻找其他替代方法来解

决上述难题.
如前所述,法方程(改化法方程,对法方程的

改化是常用办法,为了便于表达,若无特殊说明,
下文中法方程均是仅含有外方位元素未知数的改

化法方程)的存储和求逆是两大难题,为了解决这

两大难题,可以引入一种迭代求解大型线性方程

组的算法,用于替代传统的直接求逆方法.最为

典型的迭代求解方法包括最速下降法(steepest
descentmethod)[１０]、共轭梯度算法等.共轭梯度

算法是由文献[１]在１９５２年提出[１１],该算法采用

迭代逼近的方法求解法方程,迭代次数与法方程

系数矩阵的条件数密切相关.法方程系数矩阵的

条件数越大,所需的迭代次数越大.为了减少迭

代次数,可引入预条件矩阵,通过将该矩阵左乘于

法方程等式两边,减少法方程系数矩阵的条件数,
从而加快迭代收敛速度.预条件矩阵的选择必须

是构造简单、易于求逆,且左乘法方程系数矩阵之

后,可以降低法方程系数矩阵的条件数.常用的

预条件矩阵有雅可比预条件矩阵(Jacobi)[１２Ｇ１５]、
对称 逐 次 超 松 弛 (symmetricsuccessiveoverＧ
relaxation,SSOR)预条件矩阵[１４Ｇ１５]、基于 QR 分

解的预条件矩阵[１４]、平衡不完全分解(balanced
incompletefactorization,BIF)预条件矩阵[１６]、多
尺度预条件矩阵[１７]等.其中Jacobi预条件矩阵

是最常用且最稳定的预条件矩阵.引入预条件矩

阵在一定程度上减少了共轭梯度法迭代次数,但
当法方程系数矩阵较大时,其迭代次数仍可达到

数百次[１８],为了进一步减少迭代次数,本文引入

一种基于共轭梯度的不精确牛顿解法(inexact/

truncatednewtonmethod),其基本思想是在共轭

梯度法迭代求解法方程过程中,改变迭代收敛条

件,提前终止迭代.该方法用一组强制序列系数

(forcingsequence)来替代共轭梯度法迭代中的

残差向量,每次迭代分别计算一次该系数,当强制

序列系数小于某个阈值时即终止迭代,此时得到

的法方程解称为它的一组不精确牛顿解[１２,１４].
由于整个区域网平差本身也是一个迭代近似逼近

的过程,因此用不精确牛顿解替代法方程的精确

解,在一定程度上是可行的,经过测试表明,在保

证最终精度的同时,可以大幅减少共预条件轭梯

度法迭代次数.
预条件共轭梯度法避免了对法方程系数矩阵

的直接求逆,在迭代求解的过程中,每次只需要计

算一次法方程系数矩阵与向量的乘积即可.但该

方法仍面临法方程的存储问题,如果不存储法方

程,则必须在每一次共轭梯度法迭代中对法方程

进行实时计算一次,这将是一个非常耗时的过程,
此时可考虑引入 GPU 高性能并行计算方法.文

献[１９]介绍了一种 GPU 并行区域网平差方法,
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使得平差的效率得到了提升,但受限于 GPU 的

单精度运算能力,其平差精度还是不如 CPU 方

法.本文选择 CPU 方法进行研究,提出一种对

法方程系数矩阵压缩存储格式.常用的矩阵压缩

格式是稀疏行压缩法(compressedsparserow,

CSR)[２０],它是一种以行为单位来进行压缩存储

的格式,对普通稀疏矩阵较为适用.其他的压缩

方法 还 有 如 对 角 压 缩 法 (diagonal,DIA)[２１]、

ELLPACK/ITPACK(ELL)[２２]等,但这些压缩方

法均破坏了法方程系数矩阵的块状结构(每组外

方位元素未知数对应着一个６×６大小的块),因
此实际的压缩和恢复操作较为复杂,本文使用一

种分块压缩方法对法方程系数矩阵进行压缩存

储,在法方程系数矩阵中,以每一组外方位元素未

知数所构成的６×６小区域为一个分块,仅存储非

零块,并建立索引,且由于法方程的对称性,仅需

要存储上三角矩阵中的非零块即可.在进行矩

阵Ｇ向量积运算时,当需要某个分块的数据时,则
通过索引从内存中取出对应的分块,然后乘以向

量中对应的位置,将结果累加至结果向量中,在所

有分块处理完毕之后,即可得到矩阵Ｇ向量积的结

果向量.
综上所述,本文引入预条件共轭梯度法及其

不精确牛顿解法至区域网平差流程中,建立全新

的区域网平差技术流程,同时使用一种分块压缩

方法对法方程系数矩阵进行压缩存储和运算[１８],
以应对区域网平差中大数据带来的内存和计算效

率问题.通过分别采用本方法、传统办法以及国

际上其他同类方法对总共１０组真实数据进行试

验,验证本文方法相较于传统发方法在内存需求

以及计算效率方面的优越性,并检查本文提出方

法的平差精度.

１　理论与方法

１．１　区域网平差

区域网平差的主要目标是恢复每张影像的内

外方位元素,从而得到像点坐标与物方点坐标之

间的相互转换关系,其基本理论方法已经十分成

熟,在共线条件方程的基础上,对所有像点观测值

列出一个误差方程组,然后法化得到法方程,通过

求解法方程得到未知数改正数,更新未知数并重

新进入下一次迭代,直到满足退出条件为止.以

传统的区域网平差为例,若不考虑内方位元素作

为未知数的情况,即内方位元素为给定值,在平差

之前已经做好了检校工作,误差方程表达形式如

式(１)所示

JC JP[ ]
Δxc

Δxp

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ＝ lc lp[ ] T (１)

式中,JC、JP 分别对应误差方程系数中的外方位

元素部分和地面点未知数部分;lc、lp 分别代表误

差方程常数项向量中外方位元素部分和地面点未

知数部分;Δxc、Δxp 分别对应未知数改正数向量

中外方位元素部分和地面点未知数部分.
将上述误差方程法化,从而得到法方程,如

式(２)所示
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式中,λDC、λDP 分别对应外方位元素未知数和地

面点未知数的阻尼系数(dampingvalue),对于没

有控制点的测区,阻尼系数有助于控制未知数改

正数的变化幅度,避免因为法方程系数矩阵的奇

异性造成不稳定解的情况[１７,１９,２３].将式(２)简化

之后得到式(３)
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式中,U＝JT
CJC ＋λDT

CDC,V＝JT
PJP ＋λDT

PDP,

W＝JT
CJP;U、V 分别对应法方程系数矩阵中外方

位元素部分和地面点坐标未知数部分;W 表示二

者的协方差矩阵;Δxc 表示外方位元素未知数改

正数;Δxp 表示地面点未知数改正数;lc、lp 分别

对应法方程常数项向量中外方位元素部分和地面

点坐标部分.
通过对法方程中的地面点未知数进行消元处

理,得到改化的法方程,如式(４)所示

U－WV－１WT( )Δxc＝lc－WV－１lp (４)
此时,通过解算式(４)可以得到外方位元素未

知数改正数,再将其回代至式(５)中求解得到地面

点坐标未知数

VΔxp＝lp－WTΔxc (５)
但在实际处理中,地面点未知数往往通过利用新

的外方位元素进行前方交会得到.

１．２　预条件共轭梯度法

共轭梯度法是一种迭代求解大型线性方程组

的方法,给定一个线性方程组(６)

By＝c (６)
式中,B 是线性方程组的系数矩阵;y 是未知数向

量;c是常数项向量.
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共轭梯度法求解的基本思想是,给定线性方

程组(６)的初始解x０,然后根据线性方程组系数

矩阵,常数项向量,计算共轭梯度法迭代的残差向

量,方向向量,然后计算线性方程组的新解x１,重
复上述过程,直到其方向向量的模小于给定的阈

值,也即线性方程组的解的改变量小于给定阈值,
即可退出迭代,此时的解xn 即为线性方程组的

最终解.
理论上共轭梯度法收敛的次数与线性方程组

系数矩阵的条件数密切相关,条件数越大,需要迭

代的次数越多.因此,为了减少迭代次数,则需要

降低线性方程组系数矩阵的条件数.可以在线性

方程组(６)两端分别左乘一个预条件矩阵 M －１,
得到式(７)

M －１By＝M －１c (７)
此时,系数矩阵变为M －１B,其迭代次数也相

应变为矩阵M －１B 的条件数,通过选取合适预条

件矩阵M,可以有效降低线性方程组的条件数,
从而减少解算时的迭代次数.预条件矩阵 M 的

选取需要满足一定的原则,即构造简单且易于求

逆,同时与系数矩阵相乘后可以减少系数矩阵的

条件数.本文采用应用范围较广,且计算简单,效
果稳定的块状Jacobi预条件矩阵.其他的一些

预条件矩阵可能效果更好,但是计算复杂且稳定

性差[１８].
在区域网平差计算中,可以对法方程(４)采用

预条件共轭梯度法迭代求解,块状Jacobi预条件

矩阵则是由法方程系数矩阵中对角线上的块状子

矩阵构成,其结构示意图如图１所示.

图中每一个子块由３×３个元素组成(本文中每组外方位元素有

６个元素,对应的块状Jacobi预条件矩阵是由对角线上的６×６
大小的子块组成).

图１　块状Jacobi预条件矩阵的结构示意图

Fig．１　StructureoftheblockJacobipreconditionermatrix

如前所述,引入预条件矩阵的目的是为了在

共轭梯度法求解法方程的过程中,减少系数矩阵

的条件数,从而减少共轭梯度法的迭代次数.块

状Jacobi预条件矩阵是构造最为简单,易于求

逆,且效果最为稳定的预条件矩阵,满足预条件矩

阵的选取原则,因此本文选择块状Jacobi预条件

矩阵来进行处理.
预条件共轭梯度法的 具 体 技 术 流 程 如 下

所示:
针对线性方程组(６),给定初始参数:y０＝０,

r０＝c－By０,d０＝M －１r０,k＝０;

Do

１:αk＝
rT

kM －１rk

dT
kBdk

２:yk＋１＝yk＋αkdk

３:rk＋１＝rk－αkBdk

４:βk＝
rT

k＋１M －１rk＋１

rT
kM －１rk

５:dk＋１＝M －１rk＋１＋βkdk

６:k＝k＋１
While(dk

２＞Threshold)
１．３　不精确牛顿解法

如图２所示,本文算法包括两种迭代过程,一
种是区域网平差迭代,一种是预条件共轭梯度法

迭代求解法方程,后者被包含于前者当中,预条件

共轭梯度法迭代的目的是求得法方程的解,然后

利用这组解继续进行区域网平差迭代.由于两种

迭代都是近似逼近的过程,对预条件共轭梯度法

迭代而言,该迭代过程只有在前几次迭代会对未

知数有较大的改进,后面的若干次迭代对未知数

的改进并不大,而这后面的若干次迭代仍然会消

耗大量的计算资源和时间,因此可以考虑提前结

束预条件共轭梯度法迭代,此时虽然只得到了一

组法方程的不精确解,但如果使用这组不精确的解

继续进行区域网平差迭代,不影响区域网平差的最

终精度,则可认为提前结束预条件共轭梯度法是可

行的,此时,只需要确定在何时停止迭代即可.
本文引入一种不精确牛顿解法,其基本思想是

引入 新 的 迭 代 收 敛 条 件(判 断 强 制 序 列 系 数

Forcingsequence是否小于指定阈值),通过设定强

制系数的阈值,提前终止迭代,用法方程的一种不

精确解替代其精确解,从而达到减少迭代次数的目

的.强制序列系数ηk 的计算方法如式(８)所示

ηk＝
c
rk (８)
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式中,k为迭代次数; 表示向量的模.
由于区域网平差解算本身就是一种近似逼近

的过程,因此用法方程不精确解替代精确解是可

行的,在不影响平差的最终精度的情况下,可以大

幅降低共轭梯度法迭代次数,本文试验部分将对

此方法的有效性进行试验验证.引入不精确牛顿

解后,１．１节预条件共轭梯度法流程中的迭代退

出条件应该由“While(dk
２＞Threshold)”改为

“While(ηk＞ηt)”,其中ηt 为强制序列系数的阈

值.此外,每一次迭代中应该加上一个步骤“根据

式(８)计算强制序列系数ηk”.

１．４　基于预条件共轭梯度法的区域网平差

引入预条件共轭梯度法、不精确牛顿解以及

法方程系数矩阵的压缩存储方法后,传统的区域

网平差流程需要进行彻底的改变,传统的逐点生

成法方程后,更新法方程时,必须根据索引找到该

点生成子块在压缩后法方程中的位置,然后取出

对应的子块,并与当前子块累加,然后将结果更新

至压缩存储的法方程中,求解法方程时,不再需要

对法方程进行求逆运算,而是区域按照１．２节中

的步骤,通过预条件共轭梯度法迭代求解法方程.
全新的区域网平差技术流程如图２所示.

１．５　法方程系数矩阵的压缩存储与计算

一般来讲,在传统区域网平差中,如果采用算

法对法方程系数矩阵进行压缩,由于改变了法方

程的存储结构,则在对压缩的法方程求逆时,其操

作非常复杂,而本文采用预条件共轭梯度法迭代

求解法方程,无须对法方程系数矩阵进行直接求

逆运算,求解过程中只需要每次迭代时计算法方

程系数矩阵与某个向量的乘积即可,因此该方法

为法方程系数矩阵的压缩存储提供可能,同时,为
了适应区域网平差中法方程系数矩阵的块状结

构,本文使用一种分块矩阵压缩方法[１８].该方法

的基本思想是以每一个子块矩阵为单元(每个子

块对应两组外方位元素的协方差,即每个子块大

小为６×６),仅存储非零子块,舍去为零的子块,
将法方程系数矩阵中的上三角部分(由于法方程

是对称矩阵,因此只需要存储其上三角矩阵:图３
中的黑色填充块)的非零子块按照从左到右,从上

到下的顺序依次存储至一个一维存储结构,如
图４所示.同时记录每个子块在原始法方程中的

位置和大小,即图４中的第２行,其具体存储方法

如图３和图４所示.

图２　基于预条件共轭梯度法的区域网平差技术流程

Fig．２　Thewholeworkflowofthebundleadjustment
withPCGalgorithm
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图３　待压缩的系数块状矩阵

Fig．３　Theuncompressedblockmatrix

　　从图３和表１可以看出,本文使用的法方程

系数矩阵压缩存储方法的最小操作单位是一个子

块矩阵,该子矩阵对应一组外方位元素未知数,由
于对法方程系数矩阵的运算均是以子块矩阵为单

位,因此本压缩算法可以继承法方程的块状结构,
保留了法方程系数矩阵在构建,存储以及运算过

程中的块状结构特性.同时,本文采用预条件共

轭梯度法求解法方程,无需对法方程系数矩阵进

行直接求逆运算,仅需要计算法方程系数矩阵与

某个向量的乘积,因此可以考虑将矩阵与向量的

乘积,分解为各个子块矩阵分别与向量对应位置

的乘积,然后累加.由于压缩算法保留了块状结

构,因此压缩存储后,可以方便地进行矩阵向量积

运算.本算法的压缩效率与法方程系数矩阵的稀

疏程度密切相关,法方程系数矩阵越稀疏,则其压

缩效率越高,反之亦然.

表１　分块矩阵压缩的存储结构

Tab．１　Theblockmatrixcompressionformat

子块序号 ０ １ ２ ３  １３ １４

子块信息 (０,０,６,６) (０,５,６,６) (１,１,６,６) (１,６,６,６)  (８,８,６,６) (９,９,６,６)
子块数据 SubＧblock１ SubＧblock２ SubＧblock３ SubＧblock４  SubＧblock１３ SubＧblock１４

２　试验结果与分析

２．１　数据及试验环境

采用１０组数据对本文提出的方法进行试验,
这１０组数据中,一部分是由数码相机以及手机拍

摄得到,还有一部分是直接从网络上下载的拍摄

同一区域的影像[１２],这些影像从拍摄角度、距离、
分辨率以及相机的焦距等各不相同,影像的分布

呈随机性,不满足规则排列.为了验证本文提出

的方法在内存使用效率,计算效率以及平差精度

等个方面的性能,并与传统的算法在上述各个方

面进 行 全 方 位 对 比.本 文 使 用 的 数 据 信 息

如表２所示.

表２　试验数据信息统计

Tab．２　Thetestdatainformation

数据 来源 影像数 地面点 影像点

１ 手机 ４０ ８２７２ 　２３６８１
２ 网络 ５２ ６４０６３ ３４７１４３
３ 无人机 ８４ １２７９３９ ５６０９００
４ 网络 ８８ ６４２９８ ３８３９３７
５ 无人机 ２２８ ２４９８２９ ８９５７０２
６ 网络 ３９４ １００３６８ ５３４４０８
７ 网络 ９６１ １８７１０３ １６９２９７５
８ 网络 １９３６ ６４９６７３ ５２１３７３３
９ 网络 ４５８５ １３２４５８２ ９１２５１２５
１０ 网络 １３６８２ ４４５６１１７ ２８９７２８４１

　　表２中,地面点是指匹配得到的地面连接点

数量,影像点则是这些地面点对应于不同影像上

的同名像点.另外,除了第３组数据中存在少量

地面控制点,用于检查控制点平差精度,其余测区

由于均不是来自于常规航空摄影,大多为网络下

载的影像,因此基本上无地面控制点数据可用.
所有测区平差均采用无控制点自由网平差方式,
第３组数据则额外进行带控制点平差,用于检查

控制点平差精度,具体结果见２．５节.除了网络

下载的影像外(网络下载影像数据由Sameer在

其个人网站公开的数据,且带有已经匹配好的连

接点数据)[１２],其余测区的连接点数据均由本课

题组研发的空三匹配软件匹配得到,所使用的平

差软件是由作者自主开发的区域网平差软件.本

文中所有试验使用的硬件配置为Inter(R)Core
(TM)i５Ｇ３３３２０MCPU２．６０GHz,８．００GBRAM,
软件环境为 Windows１０操作系统.

２．２　权策略

在区域网平差中,观测值权的选择可以在一

定程度上削弱粗差对平差系统的影响,本文的给

观测值的初始权均为１,在每次区域网平差迭代

之后,根据各观测值的残差重新计算各观测值的

权值,若观测值的残差大于给定的阈值,则给该观

测值一个较小的权,若观测值的残差小于给定的
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阈值,则观测值的权保持不变.未知数的权为单

位１,如１．１节所述,由于在法方程中加入了阻尼

项(dampingterm),因此可以约束未知数的改正

数,使其在特定的范围变化,以避免平差系统因为

没有控制点而发生迭代不收敛的情况.

２．３　内存使用对比

对１０组试验数据,分别统计传统算法以及本

文提出算法的内存使用情况,该内存包括了整个

算法中各个数据项占用内存的总和(包括原始数

据,法方程系数矩阵,常数项向量,其他变量等),也
即算法程序运行的实际内存,其结果如表３所示.

表３　传统算法及本文方法的内存使用情况对比

Tab．３　Comparisonofmemoryrequirementofconventional
methodandproposedmethod

数据 影像数 传统方法/MB 本文方法/MB

１ 　４０ 　２．０ 　１．５
２ ５２ １５．７ １３．２
３ ８４ １６．３ １４．４
４ ８８ １７．０ １４．９
５ ３１４ ５７．７ ３０．８
６ ３９４ ６３．６ １９．９３
７ ９６１ ３１３．７ １３４．５
８ １９３６ １２１４．１ ５０９．６
９ ４５８５ ５９５９．５ １３６３．２
１０ １３６８２ ５２９３９．２ ３２０２．６

　　从表３和图４中可以看出,本文方法对内存

的需求明显低于传统办法的内存需求,传统的方

法对内存的需求随着影像数的增加呈近似指数式

增长,而本文方法则仅呈现线性增长.当影像数

增加到１３６８２时,传统的办法需要至少５３GB内

存,才能进行运算,而本文方法则只需要约３GB
内存即可.

图４　传统方法与本文方法的内存使用对比图

Fig．４　Comparisonofmemoryrequirementofconventional
methodandproposedmethod

２．４　平差效率对比

分别使用传统的方法和本文方法对１０组试

验数据进行区域网平差处理(图５),并记录每组

数据采用不同平差方法所使用的时间,如表 ４
所示.

表４　采用不同算法的所耗费的时间统计

Tab．４　Thecomputationtimefordifferentmethod

数据 影像数 地面点/s 传统方法/s 本文方法/s

１ 　４０ 　８２７２ 　１．０ 　０．９６８
２ ５２ ６４０６３ ４２．３ ３９．６
３ ８４ １２７９３９ ２１．５ ２２．０
４ ８８ ６４２９８ ５５．４ ５０．１
５ ２２８ ２４９８２９ １０３．３ ６４．７
６ ３９４ １００３６８ ５０１．９ ３８．７
７ ９６１ １８７１０３ １４２２．１ ４４４．６
８ １９３６ ６４９６７３ １０３０１．８ １３６８．４
９ ４５８５ １３２４５８２ N/A ９３５．５
１０ １３６８２ ４４５６１１７ N/A ５７６６．７

图５　不同算法的计算耗时对比

Fig．５　Thecomputationtimefordifferentmethods

　　从表４和图５可以看出,传统方法平差的计

算耗时也随着影像数的增加呈指数式增加,而本

文算法则随着影像数的增加呈近似的线性增长趋

势.当影像数较小时,本文算法和传统的算法计

算耗时相当,无明显区别,而随着影像数逐渐增加

至２００以上时,本文算法逐渐显现出其优越性,继
续增加影像数,本文算法的优势更加明显,计算速

度可提升３~１０倍.值得指出的是,当影像数达

到４５８５及以上时,传统的算法由于受到内存大小

的限制,无法进行平差,而本文算法由于采用了法

方程系数矩阵压缩存储算法,仍然可以正常进行

平差处理,且计算耗时在可接受范围内.此时的

计算速度比影像数为１９３６时的计算速度还要快,
这是由于在本文的预条件共轭梯度法迭代求解法

方程过程中,其迭代次数根据不同观测网型结构、
粗差数量以及内外方位元素初始值的准确度的不

同而有明显区别,因此出现影像数较大的测区比

影像数较小的测区平差所需时间要少的情况是可
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能的.在传统算法中,影响平差系统计算速度的

主要是法方程的求逆运算,而随着影像数增加,法
方程的大小呈指数级增长,因而其计算耗时也呈

指数级增长.本文算法采用预条件共轭梯度算法

求解法方程,无需对法方程系数矩阵进行直接求

逆运算,且由于采用了法方程系数矩阵压缩算法,
平差系统的耗时大大降低,仅随着影像数的增加

而呈线性增长.

２．５　平差精度对比

本文算法在内存使用和计算效率方面均优于

传统的算法,为了全方位验证本文方法的优越性,
还需要比较本文算法与传统算法在平差精度方面

的表现.还是对上述１０组数据分别采用传统算

法和本文算法进行处理,并将其精度指标进行对

比分析(本文由于没有使用控制点和检查点,因此

精度指标用相对精度来衡量,即用像点残差来表

示).具体精度统计信息如表５所示.

表５　本文算法与传统算法的精度对比

Tab．５　Thecomparisonofaccuracyoftheconventional
methodandproposedmethod 像素

数据 影像数
传统算法 本文算法

x y x y

１ ４０ ０．４７９ ０．６２４ ０．４４３ ０．５５３
２ ５２ ０．７５１ ０．５６４ ０．７５０ ０．５６３
３ ８４ ０．４５７ ０．１９５ ０．４５８ ０．１９３
４ ８８ ０．６８５ ０．６８９ ０．５２５ ０．５４７
５ ３１４ ０．２８２ ０．２４７ ０．２８２ ０．２４７
６ ３９４ ０．６４４ ０．６０１ ０．６４４ ０．６０１
７ ９６１ ０．７３２ ０．６３９ ０．７３２ ０．６３９
８ １９３６ ０．８１７ ０．８０９ ０．８１８ ０．８０９
９ ４５８５ N/A N/A ０．８１９ ０．７４０

１０ １３６８２ N/A N/A ０．７８１ ０．７４６

　　如表５和图６、７所示,本文算法在平差精度

上与传统算法相当,二者的精度差异在实际应用

中可忽略不计.

图６　本文算法与传统算法x 方向的残差对比

Fig．６　Thecomparisonofreprojectionerrorofthe
conventionalmethodandproposedmethodin
xdirection

图７　本文算法与传统算法y 方向的残差对比

Fig．７　Thecomparisonofreprojectionerrorofthe
conventionalmethodandproposedmethodin

ydirection

　　以上试验均是不带控制点进行的自由网区域

网平差,为了验证本算法在有控制点情况下的平

差精度,本文在第３个测区采用共２７个外业测量

点,其中１３个点作为控制点,剩余点作为检查点.
采用带控制点进行平差后,如表６所示,在像点残

差和检查点残差方面本文方法与传统方法仍然具

有相当的精度水平.

表６　第３个测区带控制点区域网平差精度统计

Tab．６　Bundleadjustmentaccuracyofthethirdtestblockwithgroundcontrolpoints

数据 影像数

传统算法 本文算法

像点残差/像素 检查点残差/m 像点残差/像素 检查点残差/m

x y X Y Z x y X Y Z

３ ８４ ０．４５７ ０．１９５ ０．１４ ０．１４ ０．８ ０．４４８ ０．２０１ ０．１５ ０．１８ ０．８１

２．６　与同类方法对比

文献[２２]也是用预条件共轭梯度法进行区域

网平差,其使用的数据大部分也来自于本文从网

上下载的数据(由Sameer在其个人网站公开的

数据),但使用的是 GPU 并行区域网平差,在求

解的过程中,法方程系数矩阵是没有以任何形式
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存储在法方程中的,只是在需要的时候,利用

GPU实时计算出来的,其计算速度因而比本文算

法要快.从该文献中找到了与本文中相同的３组

试验数据,并将其试验精度结果与本文的精度结

果进行对比,如表７所示.

表７　本文方法与国际上同类方法的对比

Tab．７　ComparisonofWuetal’smethodandproposedmethod

数据 来源 影像数 地面点 影像点
像点残差/像素

Wu的方法 本文方法

１ 网络 ５２ ６４０６３ ３４７１４３ ＞１．０ ０．６２５
２ 网络 ８８ ６４２９８ ３８３９８７ ＞１．８ ０．５３６
３ 网络 １３６８２ ８９１２２４ ５８０１３２８ ＞１．９ ０．９０７

　　文献[２２]中的精度没有用具体的数字以表格

的形式给出,而是给出了几张对比图形,但是可以

通过图形中刻度值得到其精度的大概范围.该方

法由于使用了 GPU 并行计算,其计算速度也因

此比本文的方法要快,但如表７所示,其计算精度

普遍较差,可见该方法虽然有很快的计算速度,但
是由于 GPU 的单精度浮点运算,其计算精度明

显低于本文的方法.
综上所示,本文算法不仅节省了内存使用量,

提高了计算速度,同时还保证了平差的最终精度

几乎无损,因此本算法非常适合于除了规则航空

摄影以外的其他摄影测量区域网平差问题.传统

算法和本文算法的高程精度相当,但都不是理想

的高程精度,可能是由于没有对内方位元素做自

检校,即没有对相机主光轴倾角,镜头畸变等系统

误差进行有效补偿,仅解算了外方位元素.本文

方法虽不如 GPU 并行计算方法效率高,但是在

精度上却有明显的优势.

３　结　论

针对各类新型传感器给摄影测量数据源带来

的多源性、随机性、大数据等方面的挑战,本文引

入预条件共轭梯度法以及不精确牛顿解法求解区

域网平差中的法方程,使用一种有效的法方程系

数矩阵压缩格式,并在此基础之上建立了全新的

区域网平差方法流程,使之在保证计算精度的同

时,可以节省内存使用量,并提高计算速度.本文

共使用了１０组真实数据,包括无人机影像、倾斜

影像、手机影像以及网络下载的影像分别进行对

比试验.通过对试验数据的对比分析,可以得出

以下结论:①本文算法相较于传统的算法可以节

省３~１５倍内存空间,影像数越大,压缩效率越

高;②本文算法的计算速度比传统算法大幅提升,

且数据量越大,计算速度提升倍率越高;③本文算

法保证了精度与传统算法相当.
本算法虽然在一定程度上节省了内存空间,

提高了计算速度,但是由于本算法使用预条件共

轭梯度法以及不精确牛顿解法迭代求解法方程,
因此本算法的稳定性仍需要大量真实数据进行测

试验证.本文仅解算外方位元素,内方位元素是

在平差之前进行检校的,因此无需解决内外方位

元素之间的相关性这一传统的平差难题,但如果

内外方位元素同时求解,也可以使用本文的算法

提高平差的效率,节省内存空间,只是本文算法对

于内外方位元素的相关性问题,也并没有明确的

优势.另外,本算法存储了法方程,当影像数大于

１５０００并继续增大时,本文算法所需的内存仍会

继续增加,且最终一定会超过普通电脑甚至是专

业工作站的内存,因此需要研究新的方法,彻底解

决法方程系数矩阵的内存需求问题,即不存储法

方程系数矩阵,而是在平差迭代过程中实时计算

法方程系数矩阵,此时需要高性能的计算设备,引
入 GPU并行计算和大型服务器并行计算是可能

的方法,同时还要解决引入 GPU 后,仅使用单精

度浮点运算带来的精度损失问题,本文后续将进

一步研究此类方法.
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