
单应性几何下的后方交会直接解法

黄旭，张永军，杨璟林，麻连伟，熊小东，黄荣永

武汉大学 遥感信息工程学院，湖北 武汉 430079

摘  要：传统的后方交会最小二乘解法需要良好的外方位元素初值。在无初值或者初值不够精确的情况下，最小

二乘迭代不容易收敛。在近景摄影测量或者计算机视觉等领域，往往不提供良好的初值，无法适用传统的后方

交会解法。针对上述情况，本文提出了一种基于单应性矩阵的后方交会直接解法，在不需要初值的情况下，获

取外方位元素的直接解。该方法根据单应性矩阵所描述的平面几何关系，利用单应性矩阵内在的约束条件，将

后方交会问题转换为一个二元二次方程组的求解问题。该方法受舍入误差影响小，在无偶然误差的情况下，解

算精度能达到10–9量级，能够避免传统直接解法计算复杂的问题，为传统的平差迭代解法提供良好的初值。此

外，在多个控制点共面的情况下，该方法能够直接获得外方位元素的精确解。实验结果表明：在各种不同倾角

拍摄的情况下，该方法均能够获得稳定的外方位元素，为后续的后方交会最小二乘算法提供良好的初值。采用

本文方法计算的初值参与平差，能够达到与人工给定初值平差一致的精度，且迭代收敛速度是人工给定初值平

差的2倍以上。在控制点共面的情况下，该方法的反投影精度能够达到亚像素级，且精度优于大部分主流的直接

解法。
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1    引    言

后方交会即已知相机内方位元素的情况下，

给定单张影像的像点及其对应的控制点坐标，恢

复相机的位置和姿态的过程(Wu和Hu, 2006)。相机

的位置和姿态是测绘和目标重建的不可或缺的信

息，因此后方交会在摄影测量、计算机视觉、目

标识别、机器人导航等领域有着广泛的应用

(Abidi和 Chandra, 1995; Yuan, 1989; Lowe, 1987)。
鉴于共线方程的非线性特征，传统方法采用

泰勒展开，将共线方程线性化，根据外方位元素

良好的初值，采用最小二乘平差的方法得到外方

位元素的精确解(张剑清 等, 2003)。传统的最小二

乘方法解算精度较高，能够同时处理多个控制

点，但是其结果受制于初值条件。当初值较差

时，往往迭代不收敛(江刚武 等, 2007)。然而在近

景摄影等情况下，良好的初值通常不容易获取。

因此，如何摆脱初值的约束，直接得到外方

位元素的解成为一个研究课题。目前主流的研究

包括基于3个控制点的后方交会直接解法和基于多

个控制点的后方交会直接解法。

后方交会至少需要3个控制点，因此理论上，

只需3个控制点，就可以确定相机的外方位元素。

可以从成像模型出发，以像点在像空间坐标系下

的深度为未知数，构建成像方程直接解模型(Wu和
Hu, 2006; Závoti和 Fritsch, 2011)；也可以从控制点

与相机之间的距离出发，构建距离方程直接解模

型(Wu和Hu, 2006; Gao等, 2003; Haralick等, 1994;
Fischler和 Bolles, 1981)。上述两种方法皆把后方交

会问题转化为一个三元二次方程组的求解问题，
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计算较为繁琐，且最多产生4种解，需要额外一个

控制点来确定唯一解。

3个控制点的直接解模型存在多解问题，需要

额外一个控制点来确定唯一解。额外的控制点并

不参与外方位元素的实际计算过程，即该控制点

仅仅用于确定唯一解，而不参与解的计算。实际

上，控制点尽管精度很高，但仍存在偶然误差。

仅仅依靠3个控制点，其解算结果会受到偶然误差

的影响。但是，若存在多个(≥4个)控制点参与计

算，可以削弱偶然误差的影响，提高外方为元素

的解算精度。因此，研究多个(≥4个)控制点情况

下，如何直接得到相机唯一的外方位元素成为一

个研究方向(Xu等, 2008; Quan和Lan, 1999; Ansar
和 Daniilidis, 2003; Moreno-Noguer等, 2007)。上述

基于多个控制点的算法均引入了额外的附加参

数，从而将共线方程模型转化为线性方程组，从

而直接获得外方位元素的唯一解。但是若引入不

适当的附加参数，会导致模型不稳定，降低解算

精度。

本文提出了一种基于单应性矩阵的后方交会

直接解法，能够将后方交会问题转化为二元二次

方程组的计算问题，与传统直接解法相比，不仅

受舍入误差影响小，而且简化了计算步骤，能够

为传统的最小二乘迭代解法提供良好的初值。此

外，在多个控制点(大于等于4个)共面的情况下，

本文算法可以直接得到外方位元素的唯一解。

2    数学模型

2.1    单应性几何关系

后方交会问题至少需要3个控制点。3个控制

点必定共面，而对应的像点也一定共面(都在一个

像平面上)，如图1所示，S表示摄影中心；m、n、
l和M、N、L分别表示像点和对应的控制点。因

此，可以采用一个单应性矩阵来描述一簇共面点

与其一一对应的另外一簇共面点之间的几何关系

(Hartley和 Zisserman, 2003)：

λp′ = HPxy H =

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 (1)

λ

式中，H表示3×3的单应性矩阵；p'表示像点的齐

次坐标；Pxy表示对应平面控制点的齐次坐标； 表

示齐次因子。

2.2    后方交会直接解模型

定义Xs、Ys、Zs表示外方位线元素，phi、
omega、kappa表示外方位角元素。采用摄像机矩

阵的形式，可以将共线方程表达为 (Har t l ey和

Zisserman, 2003)

λp = K(RT,−RT t)P

p = (x, y, 1)T P = (X,Y,Z, 1)T
(2)

式中，K表示相机的内参数矩阵；R表示旋转矩

阵；t表示外方位线元素向量。为了后续计算的方

便，定义R' = RT，t' = – RTt：

λp = K(R′, t′)P (3)

式中，

K =

 − f 0 x0
0 − f y0
0 0 1

 ;

f、x0、y0表示相机的内方位元素；R'表示旋转矩

阵，与外方位角元素有关：

R′ =


a1
′ a2

′ a3
′

b1
′ b2

′ b3
′

c1
′ c2

′ c3
′


t'表示3×1的平移向量：

t′ =
(

tx, ty, tz
)T

p′ = K−1 p令p'表示归一化坐标，即 ，式(3)可

以表示为

图 1    后方交会示意图

Fig. 1    Diagram of Space Resection
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λp′ = (R′, t′)P (4)

在空间中，由于三点确定一个平面，所以控

制点M、N、L确定一个平面，设为

AX + BY +CZ + D = 0 (5)

式中，A、B、C、D表示平面方程系数。由式(5)，
可以将坐标Z表达为

Z = −AX + BY + D
C

(6)

将式(6)代入式(4)，整理可以得到形如式(1)的
公式

λp′ = HPxy (7)

式中，

H =



−a3
′A

C
+ a1

′a2
′ − a3

′B
C

tx −
a3
′D

C

−b3
′A

C
+ b1

′b2
′ − b3

′B
C

ty −
b3
′D

C

−c3
′A

C
+ c1

′c2
′ − c3

′B
C

tz −
c3
′D

C


Pxy = (X,Y, 1)T

式(7)即为2维射影变换模型，是一个从平面到平面

的透视变换模型。式(7)中，单应性矩阵H的9个元

素相互之间不独立，根据旋转矩阵的正交性，可

以得到两个约束条件：

h2
11 + h2

21 + h2
31

h11h12 + h21h22 + h31h32
=

C2 + A2

AB

h2
12 + h2

22 + h2
32

h11h12 + h21h22 + h31h32
=

C2 + A2

AB

(8)

只要将单应性矩阵H计算出来，就可以直接获

得相机的外方位元素。

2.3    解算过程

式(7)是一个齐次线性方程组，可以通过除法

运算来消除齐次因子λ，即：

x′ =
h11X + h12Y + h13

h31X + h32Y + h33

y′ =
h21X + h22Y + h23

h31X + h32Y + h33

(9)

式中，x'、y'表示经过归一化的影像坐标；X、Y表
示控制点的物方坐标。

分别将3个控制点坐标代入式(9)，可以列出

6个线性方程：

M
(

h11, h12, h13, h21, h22, h23, h31, h32, h33

)T
= 0

(10)

式中，

M =

Xi Yi 1 0 0 0 −xi
′Xi −xi

′Yi −xi
′

0 0 0 Xi Yi 1 −yi
′Xi −yi

′Yi −yi
′

.......


是一个6×9的矩阵，i=1,2,3。Xi、Yi表示控制点的物

方X、Y坐标；X' i、Y ' i表示经过归一化的影像

坐标。

式(10)是一个不定方程组，所以只能求其通

解。令未知参数为h13、h23，考虑单应性矩阵H的

齐次性，可令h33 = 1，则有： 

Xh = h13v1 + h23v2 + v3 (11) 

Xh = (h11, h12, h21, h22, h31, h32)T式中， ， v 1 、 v 2 、

v3分别表示6×3系数矩阵： (
Xi Yi 0 0 −xi

′Xi −xi
′Yi

0 0 Xi Yi −yi
′Xi −yi

′Yi

)−1

·(
−1 0 xi

′

0 −1 yi
′

)
 
的第1列，第2列和第3列向量。

将式(11)代入式(8)，可以得到一个关于h13、

h23的二元二次方程组，从而将后方交会问题，转

化为一个二元二次方程组的求解问题： 
A1h2

13 + B1h2
23 +C1h13h23+

D1h13 + E1h23 + F1 = 0
A2h2

13 + B2h2
23 +C2h13h23+

D2h13 + E2h23 + F2 = 0

(12)

 
式中，Ai、Bi、Ci、Di、Ei、Fi (i = 1、2)分别表示

二元二次方程组的系数。

上述解算过程中，定义矩阵H的最后一项为

1，因此求解的单应性矩阵H，与式(7)中的单应性

矩阵，相差一个齐次因子h33。h33可通过下述公式

求得：

h33 = ±
√

A2 +C2

C2(h2
11 + h2

21 + h2
31)
=

±
√

B2 +C2

C2(h2
12 + h2

22 + h2
32)
=

±
√

AB
C2(h11h12 + h21h22 + h31h32)

(13)

由于控制点必须位于相机的前方，所以必须
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满足如下条件：

h33(h31X + h32Y + 1)<0 (14)

从而判断出式(13)中h33的正负号。

根据式(12)，可以计算出h13、h23；根据式

(11)，可以计算出h11、h12、h 21、h 22、h 31、h32；

再将h11–h32各乘以齐次因子h33，即可得到式(7)中

的单应性矩阵H。

2.4    恢复外方位元素

当单应性矩阵H计算出来后，可根据H推导出

旋转矩阵R'和平移向量t'。

旋转矩阵R'可以通过h11、h12、h21、h22、h31、

h32求出，根据式(7)单应性矩阵H的前两列元素，

可得：

R′
 1

0
−A/C

 =
 h11

h21
h31


R′

 0
1
−B/C

 =
 h12

h22
h32


(15)

定义四元数q = ( q0，q1，q2，q3 )T，用四元数

表示旋转矩阵，则式(15)可以表示为

 

q∧
 1

0
−A/C

 ∧q∗ =

 h11
h21
h31


q∧

 0
1
−B/C

 ∧q∗ =

 h12
h22
h32


(16)

式中，^表示四元数乘法；q*表示共轭四元数。

展开式(16)，得到条件方程：

0 −h11 + 1 −h21 −(h31 + A/C)

h11 − 1 0 −h31 + A/C h21

h21 h31 − A/C 0 −(h11 + 1)

h31 + A/C −h21 h11 + 1 0

0 −h12 −h22 + 1 −(h32 + B/C)

h12 0 −h32 + B/C h22 + 1

h22 − 1 h32 − B/C 0 −h12

h32 + B/C −h22 − 1 h12 0




q0

q1

q2

q3

 = 0 (17)

式(17)是一个超定方程组，可根据SVD方法进行计

算(鲁铁定 等, 2007)。将SVD计算结果归一化，即

可得到单位四元数q，从而计算出对应的旋转矩

阵R'。
平移向量分量tx、ty、tz的计算可以参照式(7)的

最后一列，即：

tx =
a3
′D

C
+ h13

ty =
b3
′D

C
+ h23

tz =
c3
′D

C
+ h33

(18)

旋转矩阵R和外方位线元素向量t可以通过R'、
t'计算得到：

R = R′T t = −Rt′ (19)

2.5    多个控制点共面的情况

在实际应用中，常出现控制点共面的情况，

比如相机的实验室检校、文物壁画测量等等。在

这些场合中，良好的初值往往不容易获取。单应

性矩阵可以描述平面与平面之间的几何关系，因

此可以通过单应性矩阵直接获得相机的外方位

元素。

当控制点个数大于等于4个时，将控制点及其

对应的像点坐标代入式(7)，可以得到形如式(10)的
线性方程组：

M
(

h11, h12, h13, h21, h22, h23, h31, h32, h33

)T
= 0

(20)

式中，

M =(
Xi Yi 1 0 0 0 −xi

′Xi −xi
′Yi −xi

′

0 0 0 Xi Yi 1 −yi
′Xi −yi

′Yi −yi
′

)
i = 1, 2, · · ·, n

(21)

式(20)和式(10)的区别在于：式(10)是一个未定方

程组，需要计算通解；式(20)是一个超定方程组，

可以得到齐次条件下的唯一解。

根据式(20)，只需至少4个控制点，就可以得

到单应性矩阵H。然后再根据2.4节介绍的方法，

恢复外方位元素。
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3    试验结果与分析

3.1节和3.2节试验的目的是验证基于3个控制

点的单应性矩阵模型的可靠性和有效性。试验分

别采用广东省阳江地区的倾斜影像数据和加拿大

多伦多市的航空影像数据。

广东省阳江地区数据的倾斜相机为SWDC-5，
飞行高度约800 m，相机焦距为99.88 mm，像素大

小为0.006 mm。在阳江地区采集了6个控制点，用

于外方位元素的计算；采集了17个检查点，用于

检验解算精度，控制点和检查点的分布如图2
所示。

多伦多市数据的航空相机为UltraCam-D，飞

行高度约1500 m，相机焦距为101.4 mm，像素大

小为0.009 mm。在多伦多市采集均匀分布的9个控

制点，用于外方位元素计算；采集了21个检查

点，用于检验解算精度，控制点和检查点的分布

如图3所示。

在3.1节实验中，将采用阳江地区的控制点数

据，对本文算法、成像方程直接解模型(Wu和Hu,
2006)和距离方程直接解模型(Wu和Hu, 2006)进行

实验对比分析。在3.2节实验中，将分别采用阳江

地区数据和多伦多市数据，进行后方交会最小二

乘迭代实验，在不同倾斜镜头的条件下，比较传

统方法提供的初值、人为提供初值以及本文算法

计算初值的平差结果。

在3.3节试验中，采用多个平面控制点，以验

证本文提出的基于多个共面控制点的单应性矩阵

模型的解算精度。试验采用相机检校数据。总共

有140个平面点，其中70个控制点用于计算外方位

元素，另外70个控制点作为检查点，检验解算精

度。70个平面控制点的分布如图4所示。

本文的单应性矩阵模型是用于恢复针孔相机

的方位元素，没有考虑影像畸变的情况。在3组实

验中，所有的影像均事先经过了影像畸变改正。

3.1    与主流直接解法的比较试验

在本次试验中，采用阳江地区的4个控制点数

据，其中3个控制点用于解算相机的外方位元素，

图 2    阳江地区控制点和检查点分布示意图

Fig. 2    Distribution of control points and check points in
Yangjiang region

图 3    多伦多市控制点和检查点分布示意图

Fig. 3    Distribution of control points and check points in
Toronto

图 4    平面控制点示意图

Fig. 4    Distribution of Co-planar points

黄旭 等：单应性几何下的后方交会直接解法 435     



分别采用成像方程直接解模型(Wu和Hu, 2006)、距

离方程直接解模型(Wu和Hu, 2006)和本文提出的单

应性矩阵直接解模型获得外方位元素的直接解。

由于会产生多解的情况，需要额外一个控制点来

确定唯一解。相机外方位元素的解算结果如表1所
示。外方位线元素和回代精度的解算结果均保留

6位小数。外方位角元素的解算结果保留8位小

数。在根据第4个控制点确定唯一的相机外方位元

素以后，将参与计算的3个控制点重新代入成像方

程直接解模型、距离方程直接解模型和单应性矩

阵直接解模型，统计真实像点坐标和计算出来的

像点坐标之间距离的平均值，作为回代精度。3个
模型都是严格模型，均采用3个控制点来解算外方

位元素，在没有多余观测的情况下，理论上回代

精度应该为0。但是受到数据舍入误差的影响，会

造成极其微小的误差，如表1最后一列所示。

从表1可以看出，3种方法计算出来的结果基

本一致。外方位线元素最大偏差在10–4量级，外方

位角元素的最大偏差在10–7量级。本文提出的单应

性矩阵模型的回代精度最高，说明单应性矩阵直

接解模型受舍入误差的影响最小，模型最为稳

定。此外，距离方程直接解模型和成像方程直接

解模型均需要求解一个三元二次方程组，与本文

提出的方法相比，计算更为复杂。在3.1节实验

中，并没有采用检查点来评价3种方法的精度。因

为检查点本身存在偶然误差，而偶然误差一般远

远大于舍入误差。所以，采用检查点，只能检测

出检查点本身的偶然误差，而3种模型的解算结果

仅仅受舍入误差影响，所以采用检查点是无法判

断哪个模型更加稳定。

3.2    用作最小二乘迭代解法初值的比较试验

分别采用阳江地区数据和多伦多市数据，进

行后方交会最小二乘试验。其中，阳江地区数据

为倾斜影像，镜头侧摆较大；而多伦多市数据为

航空影像，镜头侧摆较小。结合不同倾斜镜头获

得的影像进行试验，能够更全面的比较分析本文

算法的特点。两组试验的平差中，最大迭代次数

设为100。两组试验均从迭代收敛性、控制点反投

影精度和检查点反投影精度3个方面进行比较分

析。其中，控制点反投影精度是统计控制点的真

实像点坐标和计算出来的像点坐标之间距离的平

均值；检查点反投影精度是统计检查点的真实像

点坐标和计算出来的像点坐标之间距离的平均

值。外方位线元素、控制点反投影精度和检查点

反投影精度的计算结果保留3位小数，外方位角元

素的解算结果保留6位小数。

3.2.1    阳江地区数据试验

¼

2
rad

在试验中，分别根据单应性模型计算的初值

(如表1所示)、文献(张剑清 等, 2003)中传统方法计

算的初值(外方位角元素均设为0；外方位线元素

Xs、Ys取控制点的重心坐标；外方位线元素Zs取拍

摄时的飞行高度)和人为给定初值(Kappa角设为

，其余与传统方法计算的初值一致)，采用全

部6个控制点，进行最小二乘迭代计算。试验结果

如图5和表2所示。

试验数据采用倾斜影像，影像倾角较大。从

图5和表2可以看出，采用传统方法计算出来的初

值，在最小二乘平差过程中，迭代无法收敛，解

算结果精度很差，完全无法满足倾斜摄影的需

求。而采用本文提出的单应性矩阵模型可以提供

良好的初值，迭代收敛速度快，精度高，可以适

用于倾斜摄影、近景摄影等应用。在人为给定初

表 1    三种模型的外方位元素解算结果

Table 1    Results of exterior orientation of the three models

解算模型
解算结果

      回代精度/像素
Xs/m Ys/m Zs/m Phi/rad Omega/rad Kappa/rad

成像方程 605876.3732 2420396.8526 854.6341 –0.78811539 0.13447479 1.45759191 5.89E–6

距离方程 605876.3731 2420396.8525 854.6341 –0.78811529 0.13447484 1.45759163 9.29E–4

单应性矩阵 605876.3731 2420396.8525 854.6341 –0.78811529 0.13447486 1.45759196 9.91E–9

注：Xs, Ys, Es为外方位线元素坐标；Phi, Omega, Kappa为空间角坐标。
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值的情况下，外方位元素的解算精度与单应性矩

阵方法一致。但是人为给定的初值本身精度有

限，因此需要更多的迭代才能使平差收敛，如图

5(b)所示。在一般的工程实践中，初值往往由

POS系统提供。但是在近景摄影测量应用中，在没

有POS系统的情况下，良好的初值往往不容易确

定。在无POS系统提供初值的应用中，可以采用单

应性矩阵的方法直接得到较为精确的初值。

比较表1和表2可以看出，表1给出的直接解与

表2给出的迭代解不是完全一样。这是因为直接解

是通过3个控制点来解算外方位元素，没有多余观

测。由于控制点本身就存在误差，所以直接解的

解算精度取决于控制点误差。而迭代解采用了6个
控制点，可以通过平差理论来降低控制点误差的

影响。所以，迭代解的计算结果更加精确。尽管

直接解的结果不是最准确的，但是作为平差迭代

的初值是足够了。因此，在控制点数目大于3个的

情况下，可以联合直接解模型与平差迭代模型，

获得最精确的外方位元素。

3.2.2    多伦多市数据试验

由于多伦多市数据为传统的航空影像，影像

倾角较小，采用传统方法就能够得到用于平差解

算的初值(张剑清 等, 2003)，所以试验分别根据单

应性模型计算的初值和文献(张剑清 等, 2003)中传

统方法计算的初值，采用全部9个控制点，进行平

差解算。试验结果如图6和表3所示。

从表3可以看出，采用传统方法计算出来的初

值，解算的外方位元素与单应性矩阵方法一致。

这是因为试验数据是传统的航空影像，影像倾角

较小。在这种情况下，传统方法能够给出较好的

初值，使得最小二乘平差迭代收敛。但是从图6的
对比可以看出，采用单应性矩阵方法计算出来的

初值，收敛速度更快，说明单应性矩阵方法提供

的初值更加接近于真实值。综合解算精度和收敛

速度两方面考虑，即使针对传统的航空影像，单

应性矩阵方法提供的初值同样优于传统方法提供

的初值。

3.3    与主流的基于平面控制点的直接解法比较试

验

将本文提出的模型分别与坐标系转换模型(Xu
等, 2008)、多项式模型(Quan和Lan, 1999)和虚拟控

制点模型(Moreno-Noguer 等, 2007)进行比较。其

中，坐标系转换模型是通过坐标系转换的方式，

达到对成像方程模型消参的目的；多项式模型直

接引入附加参数，将三元二次方程组(可以根据成

像方程模型或者距离方程模型得到)线性化，引入

控制点共面的约束条件，消除参数之间的冗余

性，得到直接解；虚拟控制点模型将后方交会问

题转化为相似变换问题，获得直接解。

图 5    阳江数据的迭代收敛性比较

Fig. 5    Comparison of convergences for Yangjiang
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本次试验分别采用4个控制点、10个控制点、

20个控制点直至70个控制点，计算相机的外方位

元素，所有控制点均是均匀分布；采用所有的检

查点统计解算精度。其中，解算精度是统计检查

点的真实像点坐标和计算出来的像点坐标之间距

离的平均值。解算结果如表4所示。所有解算结果

均保留6位小数。

从表4可以看出，本文提出的单应性矩阵模型

表 2    阳江数据最小二乘迭代比较试验

Table 2    Comparison experiment of least squares for Yangjiang data

解算初值模型
解算结果

控制点反投影精度/像素 检查点反投影精度/像素
Xs/m Ys/m Zs/m Phi/rad Omega/rad Kappa/rad

传统方法(角元素为0) 604773.8 2420666.0 40.0 –0.988 –1.475 2.552 243.8 498.7

人为给定初值(kappa角为90°) 605881.7 2420397.1 844.6 –0.797 0.134 1.454 1.0E–2 3.6E–2

单应性矩阵 605881.7 2420397.2 844.6 –0.797 0.134 1.454 1.0E–2 3.6E–2

注：Xs, Ys, Es为外方位线元素坐标；Phi, Omega, Kappa为空间角的坐标。

图 6    多伦多数据的迭代收敛性比较

Fig. 6    Comparison of convergences for Toronto data

表 3    多伦多数据最小二乘迭代比较试验

Table 3    Comparison experiment of least squares toronto data

解算初值模型
解算结果

控制点反投影精度/像素 检查点反投影精度/像素
Xs/m Ys/m Zs/m Phi/rad Omega/rad Kappa/rad

传统方法 630403.6 4834066.7 1631.5 –2.385E–3 1.035E–3 –1.573 2.1E–2 2.5E–2

单应性矩阵 630403.6 4834066.7 1631.5 –2.385E–3 1.035E–3 –1.573 2.1E–2 2.5E–2

表 4    与主流直接解法比较试验

Table 4    Comparison with popular closed-form solutions

控制点数目
解算精度/像素

单应性矩阵模型 坐标系转换模型 多项式模型 虚拟控制点模型

4 0.347 0.453 0.336 0.353

10 0.347 1.106 1.057 0.353

20 0.244 0.368 1.360 0.237

30 0.260 0.650 1.759 0.259

40 0.226 0.307 3.079 0.228

50 0.241 0.459 1.152 0.238

60 0.233 0.414 3.196 0.236

70 0.234 0.466 2.970 0.234
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的解算精度优于坐标系转换模型和多项式模型，

与虚拟控制点模型较为一致。当控制点在20个以

内时，随着控制点数目的增多，单应性矩阵模型

的解算结果更加稳定可靠，精度也更高。当控制

点超过20个，随着控制点数目的增多，单应性矩

阵模型的解算结果趋近一致，并无实质变化。基

于平面控制点的单应性矩阵方法可以用于多个控

制点共面的场合，比如实验室的相机检校、壁画

测量等(Zhang等, 2012)。

4    结    论

传统的后方交会最小二乘迭代解法需要良好

的外方位元素初值。在初值不够精确或者无初值

的情况下，最小二乘解法无法保证迭代收敛。针

对上述问题，本文提出了一种基于单应性矩阵的

后方交会直接解模型，当控制点数目为3个的情况

下，本文算法利用单应性模型的内在约束条件，

将后方交会问题转化为二元二次方程组的计算问

题；在多个控制点共面的情况下，本文算法能够

将共线方程直接转化为线性方程组。该算法无需

初值，能够获得相机外方位元素的直接解，解决

了传统后方交会方法的初值问题，能够为传统最

小二乘方法提供精确的初值。

与现有直接解法相比，本文算法的优势

在于：

(1)在3个控制点的情况下，传统的成像方程直

接解模型和距离方程直接解模型，均将后方交会

问题转换为三元二次方程组的计算问题；但是本

文所提出的单应性矩阵模型，将后方交会转换为

二元二次方程组的计算问题，降低了计算复

杂度。

(2)与成像方程直接解模型和距离方程直接解

模型相比，本文提出的单应性矩阵模型更加稳

定，受舍入误差更小，在无偶然误差的情况下，

外方位元素的解算精度能达到10–9像素量级。

(3)多个控制点共面的情况下，本文提出的单

应性模型的反投影精度能够达到亚像素级，且精

度优于大部分主流的直接解法，与虚拟控制点模

型精度基本一致。

(4)本文提出的单应性模型能够为传统的后方

交会最小二乘方法提供良好的初值，采用本文方

法计算的初值参与平差，能够达到与人工给定初

值平差一致的精度，且迭代收敛速度是人工给定

初值平差的2倍以上。

本文算法可以应用于倾斜摄影、近景摄影、

壁画量测等领域。目前，该算法仅仅适用于多个

控制点共面的情况下，获取直接解。在未来的工

作中，需要进一步研究控制点不共面的情况下，

如何获取直接解，以进一步提高本文算法的普

适性。
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Closed-form solution to space resection based on homography matrix

HUANG Xu, ZHANG Yongjun, YANG Jinglin, MA Lianwei, XIONG Xiaodong, HUANG Rongyong

School of Remote Sensing and Information Engineering, Wuhan University, Wuhan 430079, China

Abstract: Space resection is the method of acquiring the exterior orientation parameters of a camera based on three ground control points
(GCPs) at least and the corresponding image points. The traditional least squares method of space resection needs good initial values of ex-
terior orientation parameters. However, good initial values are difficult to obtain in the oblique photogrammetry condition. The objective of
this study is to compute accurate exterior orientation parameters automatically to provide good initial values for the least squares method of
space resection. Solving the space resection problem needs three GCPs and the corresponding image points at least. This study initially starts
from three GCPs and then derives a direct solution model of space resection. The three GCPs must be coplanar and the corresponding image
points must also be coplanar. Thus, the homography matrix can be used to describe the geometric relationship between a set of coplanar
points and another set of coplanar points. This study transforms the collinearity equation into a homography matrix model and derives two
constraints based on the orthogonality of the rotation matrix. When only three GCPs exist, the space resection problem can be transformed
into a set of binary quadratic equations. The binary quadratic equations have four solutions at most. An additional GCP is necessary to de-
cide the unique solution. When three ground control points exist, the unique solution can be directly computed based on a set of linear equa-
tions, which are derived from the homography matrix model. After computing the homography matrix solution, the exterior orientation para-
meters can be obtained using the relationship between the homography matrix and collinearity equation. Three experiments tested the effect-
iveness and reliability of the proposed method. The first experiment aimed to test the performance of the proposed method when only three
GCPs exist. The experimental data comprise done oblique image of the Yangjiang area and four evenly distributed GCPs. Three of the GCPs
were used to compute the exterior orientation parameters, and the remaining one was used to decide the unique solution. The proposed meth-
od was compared with the traditional range and imaging equation models. In the first experiment, the proposed method showed the best back
substitution accuracy, which reached as high as 9.908010E-9 pixels. However, the back substitution accuracies of the range and imaging
equation models were merely 5.891172E-6 pixels and 9.285811E-4 pixels, respectively. The second experiment aimed to show the influence
of the proposed method on the least squares result of space resection in different camera angle conditions. Two different datasets were used
in the second experiment. The first dataset was still the oblique image of the Yangjiang area. The initial values using the proposed method
were compared with the values from the traditional method and the man-made methods. In the large camera angle condition, the least
squares iteration based on the traditional method was unable to converge. The accuracy of the least squares results based on the proposed
method was as good as that of the man-made initial values. Both methods had back projection accuracies of 0.03592 pixels. However, the
convergence rate of the proposed method was good. The second dataset was an aerial image of the Toronto area. Given that the camera angle
was small, the traditional method achieved good initial values. Accordingly, the proposed method was compared with the traditional method.
In the small camera angle condition, the back projection accuracy of the proposed method was as good as that of the traditional method. The
accuracy of both methods was 0.02525 pixels, but the convergence rate of the proposed method is better than the traditional one. The third
experiment compared the proposed method with currently popular direct solution models of space resection in the case of multiple coplanar
GCPs. Camera calibration data were used in the third experiment. The accuracy of the proposed method was better than that of the coordin-
ate transformation and polynomial models, and was as good as the accuracy of the virtual GCP model.
        This study proposes a new direct solution model of space resection based on the homography matrix. It transforms the space resection
model into a set of binary quadratic equations and acquires the direct solution of exterior orientation parameters. When multiple coplanar
GCPs exist, the proposed method is able to transform the collinearity equation into a set of linear equations. Experimental results show that
the proposed method can provide good initial values for the least squares method of space resection, which can be applied in oblique photo-
grammetry, close-range photogrammetry, and so on. Future studies will focus on acquiring direct solutions in the case of non-coplanar GCP
s to improve the universality of the proposed method.
Key words: space resection, homography matrix, closed-form solution, unit quaternions, co-planar points
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