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基于广义点摄影测量的圆和圆角矩形三维重建
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2. 辽宁工程技术大学 地理空间信息技术与应用实验室 , 辽宁 阜新 123000)

摘 　要 : 为了解决目前工业制造中圆和圆角矩形高精度误差检测方面所面临的难题 ,采用广义点摄影测量

理论进行高精度三维重建与误差检测. 论述了广义点摄影测量的数学模型 ,建立二维影像与待测目标参数间

的函数关系 ,根据切线的斜率确定所需使用的数学关系式 ,并基于已知的像片内外方位元素 ,采用最小二乘

模板匹配和物方直接解方法相结合进行圆和圆角矩形的三维重建和误差检测. 实际图像数据的实验结果表

明 ,由于采用了大量冗余观测值和相应约束条件按照最小二乘法求取整体最优解 ,可以获得 0103mm左右的

三维重建和误差检测精度.
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Recon struction of c ircles and round rectangles by

genera lized po in t photogramm etry
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Abstract: To resolve the faced p roblem s of automatic inspection of circles and round rectangles in industrial

app lications, a new three2dimensional reconstruction technique is p roposed based on generalized point photo2
grammetry and least squares temp late matching. A model of generalized point photogrammetry is addressed.

Since coordinates of generalized image point are result of image temp late matching and also functions of circle

and round rectangle, the parameters of circle and round rectangle are related with image coordinates directly.

Thus parameters of circle and round rectangle can be obtained from several images by least squares temp late

matching and immediate object space solution with known camera parameters. The p roposed app roach was test2
ed with real image data. A large number of redundant observations and constraints were used during the least

squares adjustment p rocess, so 0103 mm p recision of three2dimensional reconstruction and visual inspection

was obtained, which satisfies the industrial app lications.
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three2dimensional reconstruction
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　　随着计算机辅助设计 ( Computer A ided De2
sign, CAD)在现代制造工业中的广泛应用 ,如何

利用 CAD数据作为参考来评价产品的几何精度

成为近年来的研究热点 [ 1 ]
. 目前工业检测领域应

用最多的仍然是三维坐标量测机 ,其理论与技术

都已非常成熟 [ 2 ]
,可以基于 CAD数据自动进行路

径规划及检测 ,但硬件成本和检测速度制约了其

广泛应用. 对于大量钣金类工业部件来说 ,对其进

行快速产品合格性检验除了点、线、面之间的距

离、角度 [ 3 ]等检测内容外 ,几乎都会涉及到圆 (圆



弧 )、相连的圆弧和直线段 (如圆角矩形 )等复杂

形状的快速检测 ,但这些复杂形状的检测问题一

直没有得到很好地解决 [ 4, 5 ]
. 张永军 [ 6 ]等人曾经

提出利用一维模板匹配技术进行基于物方直接解

的圆、相连的圆弧和直线段等的三维重建. 该算法

具有较好的重建结果 ,但其缺陷在于要求空间点

和像点是对应点 ,而圆 (圆弧 )和直线上并不存在

严格的对应点 ,因而数学模型不严密.

数学意义上 ,直线、圆、任意曲线都可以看作

是由一系列连续的“点 ”组成. 将物理意义上的点

扩展为数学意义上的点 ,仍以共线方程为基础 ,则

可形成“广义点摄影测量 ”的数学模型. 本文在系

统论述广义点摄影测量原理的基础上 ,建立了影

像与物体参数间的函数关系 ,利用最小二乘模板

匹配 [ 6, 7 ]方法直接获取圆和圆角矩形的物方参

数 ,实际图像数据的实验取得了很好的结果.

1　广义点摄影测量的数学模型

基于“共线方程 ”的点摄影测量 [ 8, 9 ]所涉及的

点是物理点 ,如圆点、交点、角点等. 基于“共面方

程”的直线摄影测量 (L ine Photogrammetry) [ 3, 10 - 12 ]

所涉及的则是物理直线 ,如建筑物的主框架线等.

工业零件中大量的圆、圆弧以及曲线 ,飞机实体的

外轮廓等 ,在制造和使用过程中都需要进行误差检

测 ,但这些复杂形状既不是由物理点构成的 ,也不

是由物理直线构成的 ,无法直接利用共线和共面条

件进行三维重建与误差检测. 更为重要的是 ,空间

特征和影像特征之间根本不存在严格对应关系.

数学上 ,所有的直线和曲线都可以看作是由

一系列的离散点组成的 ,如果将物理意义上的点

(圆点、交点、角点等 )扩展到数学意义上的点 (系

列离散点 ,非严格对应点等 ) ,仍以传统的共线方

程为基础 ,则可建立“广义点摄影测量 ( General2
ized Point Photogrammetry, GPP) ”的数学模型 [ 8 ]

.

广义点摄影测量模型是传统的点摄影测量模型的

扩充 ,但二者又存在着根本的差别 ,它不再要求空

间点和像点间的严格对应关系 ,并且可以适用于

任何形状物体的三维重建. 对于物理点 ,广义点摄

影测量模型与传统的点摄影测量模型 (共线方

程 )相同 ,每个像点观测值可以列两个误差方程.

对于直线段、圆、自由曲线等上的点 ,空间点与像

点间不存在严格对应关系 ,每个像点只能根据切

向量的方向列一个误差方程.

如图 1所示 , ×表示空间直线段、圆、自由曲

线等上的点在像片上的投影 , ·表示影像上对应

特征在 x (或 y)方向上与投影点距离最近的像点 ,

其数学模型就是平差后空间点的投影到像点的距

离 dx (或 dy) 等于最小. 当影像直线段的方向 (绝

对值 ) 大于等于 45°时 ,采用 x方向的误差方程 ;

而当直线段的方向小于 45°时 ,采用 y方向的误差

方程. 对于圆及其他自由曲线上的点 ,则根据每个

点的切向量 (例如图 2中的θ角 ,取绝对值 ) 是否

大于 45°也只有一个误差方程. 总体而言 ,广义点

摄影测量的数学模型可以用下式表示 :

x = - f
a1 (X - XS ) + b1 ( Y - YS ) + c1 ( Z - ZS )

a3 (X - XS ) + b3 ( Y - YS ) + c3 ( Z - ZS )
, 当 | θ| ≥ 45°时 ;

y = - f
a2 (X - XS ) + b2 ( Y - YS ) + c2 ( Z - ZS )

a3 (X - XS ) + b3 ( Y - YS ) + c3 ( Z - ZS )
, 当 | θ| < 45°时.

(1)

式中 : (X, Y, Z ) 表示空间点坐标 , (XS , YS , ZS )

表示相机所在的位置 , ( ai bi ci , i = 1, 2, 3) 表示

旋转矩阵 , f为相机的焦距 , ( x, y) 为像点坐标.

图 1　直线的广义点摄影测量模型

图 2　圆的广义点摄影测量模型

　　在数字摄影测量中 ,一般都采用最小二乘模

板匹配 [ 7 ] 方式获取影像特征的精确坐标. 传统的

直线模板匹配属于二维匹配 ,待匹配的影像窗口

往往远大于 10个像素. 如图 3所示 ,水平的实线表
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示的长方形为标准模板 ,虚线表示的长方形为实

际影像块 ,它们之间存在较小的角度偏差 ,因而模

板匹配时需要引入 dy1 和 dy2 两个未知数. 一条直

线段可以看作由一系列共线的“点”构成 ,圆及自

由曲线也可以看作由大量数学上的“点 ”构成. 如

图 4所示 ,对于每个“点 ”(通常可取 1 ～ 3个像

素 ) 而言 ,匹配时即可忽略影像块与模板间的角

度偏差 ,此时匹配未知数只有 d r,即影像块与模板

间的垂直滑动 ,这就是一维点模板匹配的基本思

想. 实际图像匹配时 ,通常在垂直于点的切向量的

方向上进行影像重采样 ,并与标准模板进行一维

匹配 ,利用最小二乘方法获取精确匹配结果.

图 3　二维直线模板匹配

图 4　一维点模板匹配

2　圆的三维重建

工业零件如钣金件等的整体线框模型可以用

点、线混合摄影测量方法进行三维重建 [ 3 ]
. 零件

上一般会存在一些复杂形状 ,如圆、圆台、相连的

圆弧和直线段 (如圆角矩形 ) 等 ,这些部分往往是

套装的关键部位 ,因而其误差检测同样非常重要.

本文将以圆及圆角矩形为例说明基于广义点摄影

测量和物方直接解的重建方法. 像片的方位参数

及复杂形状所在的平面均可通过其它方式获得 ,

视为已知. 在进行重建前 ,将平面及方位参数进行

旋转 ,使圆所在平面成为高度为 Z ( Z 可以等于

零 ) 的水平面 ,从而简化模型并保证结果的稳定

性 ,此时水平面内的圆及圆弧可表示为 :

X = X0 + R·co sα,

Y = Y0 + R·sinα.
(2)

式中 : X0 , Y0和 R分别为圆心坐标和半径 , α从 0°

到 360°(圆 ) 或从起始角到终止角 (圆弧 ) . 如图 2

所示 ,对于由不同的α角确定的点 A,根据投影后

点 a处圆的切向量θ来确定误差方程 ,切向量的

方向 (绝对值 ) 大于等于 45°时 ,采用 x方向的误

差方程 ;而切向量的方向 (绝对值 )小于 45°时 ,则

采用 y方向的误差方程. 空间点 A和像点 a并不要

求是严格的对应点 ,其构像方程式为 :

　
x = - f

a1 X0 + b1 Y0 + ( a1 cosα + b1 sinα) R + [ c1 ( Z - ZS ) - a1 XS - b1 YS ]

a3 X0 + b3 Y0 + ( a3 cosα + b3 sinα) R + [ c3 ( Z - ZS ) - a3 XS - b3 YS ]
,当 |θ| ≥ 45°时 ;

y = - f
a2 X0 + b2 Y0 + ( a2 cosα + b2 sinα) R + [ c1 ( Z - ZS ) - a2 XS - b2 YS ]

a3 X0 + b3 Y0 + ( a3 cosα + b3 sinα) R + [ c3 ( Z - ZS ) - a3 XS - b3 YS ]
,当 |θ| < 45°时.

(3)

式中 : X0 , Y0 和 R 分别为圆心坐标和半径 , α为整

圆或圆弧离散化时的角度值 , (XS , YS , ZS ) 表示

相机位置 , Z为圆所在平面的高度 , ( ai bi ci , i =

1, 2, 3) 表示旋转矩阵 , f为相机的焦距 , ( x, y) 为

像点坐标.

由式 (3) 可知 ,像点坐标是空间圆参数的函

数 ,空间圆上任一点的误差都会引起相应像点的

误差. 而模板匹配的结果也是像点坐标 ,因而将模

板匹配与空间圆的参数通过广义点摄影测量模型

关联起来 , 在模板匹配的同时求取物方参数 X0 ,

Y0和 R. 根据不同的α角将圆分成一系列“点 ”, 根

据下式做一维匹配即可直接获得圆的物方参数 :

vx = A1 ·dX0 + A2 ·dY0 + A3 ·dR - dx, 当 | θ| ≥ 45°时 ;

vy = B 1 ·dX0 + B 2 ·dY0 + B 3 ·dR - dy 当 | θ| < 45°时.
(4)

式中 : A1 , A2 , A3 及 B 1 , B 2 , B 3 为未知数系数 , dx, dy

为常数项.

　　如图 5所示 ,如果相机内外方位元素视为已

知 ,利用多张重叠影像同时进行最小二乘模板匹

配 ,即可基于广义点摄影测量模型直接进行空间

圆的三维重建. 在进行匹配与重建时 ,参与平差的

空间点和像点并不是严格对应点 ,只有当重建完

成后 ,空间点和像点才一一对应起来. 由于采用最

小二乘法迭代解算 ,需要圆的初始参数 ,对于有

CAD数据的工业部件来说 ,其参数可直接从 CAD

数据中获取 ;无设计数据时可由人机交互半自动

给出其初始参数.

图 5　空间圆三维重建的基本原理
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3　圆角矩形的三维重建

零件上的圆弧一般不会独立存在 ,大多与直

线段相连 ,如图 6所示 ,两段圆弧 C1 , C2分别与直

线段 L1 , L2 及 L3 相连. 而圆角矩形 (图 7) 则可以

看作由四条直线段 L1 , L2 , L3 , L4及四个圆弧 C1 ,

C2 , C3 , C4 顺序相连而构成.

　　重建圆角矩形 (包括相连的圆弧和直线段 )

时 ,同样假设所在平面的参数和方位参数均为已

知. 为了便于计算 ,用一组共线的“点 ”(一般取长

度为 1～3像素的短线段 )表示一条直线段 :

X = X0 + i·ΔL·cosβ,

Y = Y0 + i·ΔL·sinβ.
(5)

式中 : X0 , Y0 为线段的起点 ,β为线段的方向角 ,

ΔL为点 (短线段 ) 的长度 ,一般取 3 ～ 5像素. 依

广义点摄影测量原理 ,根据直线的方向 ,选择 x或

y方向的误差方程.

图 6　相连的圆弧和直线段

x = - f
a1 (X0 + i·ΔL·cosβ - XS ) + b1 ( Y0 + i·ΔL·sinβ - YS ) + c1 ( Z - ZS )

a3 (X0 + i·ΔL·cosβ - XS ) + b3 ( Y0 + i·ΔL·sinβ - YS ) + c3 ( Z - ZS )
, 当 |θ| ≥ 45°时 ;

y = - f
a2 (X0 + i·ΔL·cosβ - XS ) + b2 ( Y0 + i·ΔL·sinβ - YS ) + c2 ( Z - ZS )

a3 (X0 + i·ΔL·cosβ - XS ) + b3 ( Y0 + i·ΔL·sinβ - YS ) + c3 ( Z - ZS )
, 当 |θ| < 45°时.

(6)

式中 : (XS , YS , ZS ) 表示相机所在的位置 , Z为直

线段所在平面的高度 , ( ai bi ci , i = 1, 2, 3) 表示

旋转矩阵 , f为相机的焦距 , ( x, y) 为像点坐标.

同圆重建时类似 ,直线段重建的误差方程式为 :

vx = M 1 ·dXs +M 2 ·dYs +M 3 ·dβ - dx 当 |θ| ≥ 45°时 ,

vy = N 1 ·dXs + N 2 ·dYs + N 3 ·dβ - dy 当 |θ| < 45°时
(7)

式中 : M 1 , M 2 , M 3 及 N 1 , N 2 , N 3 为未知数系数 , dx,

dy为常数项. 联立直线段重建的误差方程式 (7)

及圆和圆弧重建的误差方程式 (4) 并进行整体平

差 ,即可进行圆角矩形的三维重建. 为了保证平差

结果的稳定性 ,通常需要增加一些约束条件 ,例如

图 7中四个圆弧的圆心应该分别位于与之相连的

两条直线段的平分线上 ;相邻的两条直线段应该

与圆弧相切等 ,则最终的平差模型是附有条件的

间接平差模型 ,可以按照最小二乘理论获取整体

最优解. 其他一些复杂形状的重建也可采用类似

的方式进行.

图 7　圆角矩形的构成

4　实验与分析

本文利用具有 CAD设计数据的多个钣金件

中存在的圆孔和圆角矩形进行了大量实验 ,均取

得了很好的结果 ,现举其中一个实验进行说明. 实

验中采用 5张像片 ,各像片的内外方位元素均由

文献 [ 3 ]中所述的方法获取 ,本文作为已知值. 每

个圆有 3个未知参数 :圆心坐标 X0 , Y0 和圆的半

径 R. 各参数的初值均从 CAD设计数据中获取 ,

图 8左侧为其中一个圆的设计参数在两张像片上

的投影椭圆 ,圆孔上存在很多锈斑. 原理上只要有

三个点即可确定一个圆 ,但其精度无法保证 ,因而

实际工作中一般都需要较多的冗余观测值. 实验

中将圆根据不同的角度离散为 100个点 ,则冗余

观测数为 (100 - 3) 3 5 = 485. 利用上述数学模型

进行三维重建后得到的直径为 91965 mm ,相应的

投影椭圆见图 8 右侧. 该圆的设计直径为

101000 mm,实测直径也为 101000 mm ,可见其重

建误差为 0103 mm左右. 尽管圆孔上存在很多锈

斑 ,由于采用了大量冗余观测值求取最小二乘整

体最优解 ,仍然能够得到非常精确的三维重建

结果.
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零件上存在的圆角矩形也采用相同的策略进

行了重建实验 ,图 9左侧为一个圆角矩形的初始

参数在两张像片上的投影. 进行三维重建时仍然

采用了大量冗余观测值 ,以获取其整体最优解. 如

图 9右侧所示 ,经过重建后的投影边缘与实际边

缘完全吻合 ,其重建精度也为 0103 mm左右.

图 8　圆初始参数及重建参数的投影

图 9　圆角矩形初始参数及重建参数的投影

5　结　论

1)深入讨论了广义点摄影测量的数学模型 ,

阐述了通过建立影像与物方参数间的函数关系并

结合最小二乘高精度影像匹配技术 ,直接从多张

影像获取空间圆和圆角矩形物方参数的具体方

法. 利用实际图像数据进行的多次重建实验取得

了 0103 mm左右的精度 ,说明所提出的三维重建

算法切实可行且具有很好的重建精度.

2)对于有 CAD设计数据的工业零件 ,可以从

CAD数据中获取圆和圆角矩形的初值 ,并通过自

动三维重建替代人工进行零件的制造误差检测 ;

因而三维重建算法为工业领域中管类、板类部件

中圆和圆角矩形的高精度自动三维重建与误差检

测提供了一条可行途径.
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