
第 27 卷 第 6 期 武 汉 大 学 学 报 ·信 息 科 学 版 Vol. 27 No. 6
2002 年 12 月 Geomatics and Information Science of Wuhan University Dec. 2002

文章编号 :1000-050X(2002) 06-0566-06 文献标识码 :A

利用二维 DL T 及光束法平差进行数字摄像机标定
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摘 　要 :利用共线方程和二维 DL T 之间的对应关系导出了由二维 DL T 的 8 个参数表达的主纵线方程式 ,讨

论了主点初值的求解方法 ,给出了单张像片摄像机参数分解不惟一性及临界序列的证明。详细推导了利用二

维 DL T 参数分解摄像机外方位元素初值的实用算法 ,论述了利用光束法平差进行摄像机标定的数学模型。

实际图像数据实验取得了很好的结果 ,验证了本文所提出的摄像机标定算法的可行性。
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　　检查和校准摄像机的内方位元素和光学畸变

参数的过程称为摄像机标定 ,对于日益广泛使用

的非量测摄像机来说 ,标定是从二维图像获取三

维信息必不可少的步骤[1 ,2 ] 。随着摄影测量和计

算机视觉理论的发展 ,许多学者对摄像机标定技

术进行了深入的研究[1～9 ] 。计算机视觉界最近

提出了利用主动视觉技术进行摄像机自标定的一

些算法 ,不过在少数情况下 ,自标定技术得到的解

不是惟一的 ,即使在图像噪声很小时 ,求解的值与

实际值也有较大的差别[9 ] 。Bill Triggs 提出利用

绝对二次曲线原理进行摄像机自标定[5 ] ,但该方

法的初始化比较困难。张正友提出了利用旋转矩

阵的正交性条件和非线性最优化进行摄像机标

定 ,其标定精度为 0. 35 像素左右[1 ] 。

直接线性变换 ( direct linear t ransformation ,

DL T)是建立像点坐标和物点坐标直接线性关系

的算法 ,处理时不需要摄像机内外方位元素的初

值 ,因而在近景摄影测量中被广泛使用。国际上

利用三维 DL T 进行摄像机标定已经有较多的文

献[6 ,10 ] ,但到现在为止还没有见到利用二维 DL T

进行摄像机标定的算法。

1 　二维 DL T 及内外方位元素初值

二维 DL T 可表示为 :

x =
h1 X + h2 Y + h3

h7 X + h8 Y + 1

y =
h4 X + h5 Y + h6

h7 X + h8 Y + 1

(1)

式中 , h1 、h2 、h3 、h4 、h5 、h6 、h7 、h8 为二维 DL T

的 8 个变换参数 H = ( h1 , h2 , h3 , h4 , h5 , h6 , h7 ,

h8) T ; X 、Y 为平面控制 (格网) 点空间坐标 ( Z 坐

标为零) ; x , y 为相应的像坐标 ,当像片点数大于

4 个时 ,可将式 (1) 进行适当变换 ,则二维 DL T 参

数可通过解超定方程 A H = 0 求得。

摄影测量中最常用的共线方程为[10 ] :

x - x 0 = - f a1 ( X - Xs) + b1 ( Y - Ys) + c1 ( Z - Zs) / a3 ( X - Xs) + b3 ( Y - Ys) + c3 ( Z - Zs)

y - y0 = - f a2 ( X - Xs) + b2 ( Y - Ys) + c2 ( Z - Zs) / a3 ( X - Xs) + b3 ( Y - Ys) + c3 ( Z - Zs)

(2)

式中 , x 0 、y0 、f 为摄像机的内方位元素 ; ( XS ,

Y S , ZS ) 为摄站坐标 ; ( X , Y , Z) 为物方空间坐标 ;

( x , y) 为相应的像坐标 ; R = { ai , bi , ci , i = 1 , 2 ,

3}为摄影测量中常用的旋转角φ、ω、κ( Y 为主

轴) 构成的旋转矩阵。对于平面格网而言 ,一般将

坐标系建立在格网中心 , X 、Y 轴在平面内 ,此时

所有格网点的 Z 坐标为零。

式 (2) 可转化与式 (1) 类似的形式 :
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x =
f

a1

λ -
a3

λx 0 X + f
b1

λ -
b3

λx 0 Y + x 0 -
f
λ ( a1 Xs + b1 Ys + c1 Zs)

-
a3

λX -
b3

λY + 1

y =
f

a2

λ -
a3

λy0 X + f
b2

λ -
b3

λy0 Y + y0 -
f
λ ( a2 Xs + b2 Ys + c2 Zs)

-
a3

λX -
b3

λY + 1

(3)

式中 ,λ= ( a3 XS + b3 Y S + c3 ZS ) 。

比较式 (1) 和式 (3) 可知 :

h1 = f a1/λ - a3 x 0/λ

h2 = f b1/λ - b3 y0/λ
(4)

h4 = f a2/λ - a3 y0/λ

h5 = f b2/λ - b3 y0/λ
(5)

h3 = x 0 - f ( a1 Xs + b1 Ys + c1 Zs) /λ

h6 = y0 - f ( a2 Xs + b2 Ys + c2 Zs) /λ
(6)

h7 = - a3/λ

h8 = - b3/λ
(7)

由式 (4) 、式 (5) 、式 (7) 得 :

( h1 - h7 x 0) / f = a1/λ

( h2 - h8 x 0) / f = b1/λ
(8)

( h4 - h7 y0) / f = a2/λ

( h5 - h8 y0) / f = b2/λ
(9)

- h7 = a3/λ

- h8 = b3/λ
(10)

将式 (8) 、式 (9) 、式 (10) 上下两式分别相乘并相

加 ,顾及 a1 b1 + a0 b2 + a3 b3 = 0 ,得 :

( h1 - h7 x 0) ·( h2 - h8 x 0) / f 2 + ( h4 - h7 y0) ·( h5 - h8 y0) / f 2 + h7 h8 = 0 (11)

则有 : f = ( - ( h1 - h7 x 0) ·( h2 - h8 x 0) - ( h4 - h7 y0) ·( h5 - h8 y0) ) / h7 h8 (12)

当主点 ( x 0 , y0 ) 已知或者通过某种方法求得后 ,

即可通过式 (12) 求出焦距 f 。

将式 (8) 、式 (9) 、式 (10) 上下两式分别自乘并

相加 ,顾及 a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1 和 b2

1 + b2
2 + b2

3 = 1 并

消去λ得 :

( h1 - h7 x 0) 2 - ( h2 - h8 x 0) 2 + ( h4 - h7 y0) 2 - ( h5 - h8 y0) 2

f 2 + ( h2
7 - h2

8) = 0 (13)

利用式 (11) 和式 (13) 消去焦距即可得 :

Fh = ( h1 h8 - h2 h7) ( h1 h7 - h2
7 x 0 + h2 h8 -

h2
8 x 0) + ( h4 h8 - h5 h7) ( h4 h7 - h2

7 y0 + h5 h8 -

h2
8 y0) = 0 (14)

　　不考虑镜头畸变影响时 ,摄像机的实际未知

数为 9 个 ( f , x 0 , y0 ,φ,ω,κ, XS , Y S , ZS ) ,而二维

DL T 共有 8 个参数 ,则必然无法惟一分解出摄像

机的 9 个未知参数。事实上 ,在给定二维 DL T 的

8 个参数时 ,主点 ( x 0 , y0 ) 可在主纵线上自由移

动 ,从而造成外方位元素分解的不惟一性。

证明 :现取用以 Z 轴为主轴的 A 、υ、κ转角

系统[10 ] ,有 tanκ=
c1

c2
,其中κ角为像片上主纵线

与 y 轴的夹角。将下文的式 (22) 代入可得 tanκ=

c1

c2
=

a2 b3 - a3 b2

a3 b1 - a1 b3
=

a2/ a3 - b2/ b3

b1/ b3 - a1/ a3
,将式 (21) 的相

应项代入可得 tanκ=
h4 h8 - h5 h7

h1 h8 - h2 h7
。显然 ,式 (14)

可表达为直线 y0 = A x 0 + C 的形式 ,其中 A =

tanα=
h1 h8 - h2 h7

h4 h8 - h5 h7
为直线的斜率 ,α为直线与 x

轴的夹角。不难看出 , tanκ = 1/ tanα, 即 κ =

90°- α,可见式 (14) 实质上就是主纵线在图像坐

标系下的表达式。因而只要主点 ( x 0 , y0) 的位置

在主纵线 y0 = A x 0 + C 上 ,所有分解出的摄像机

参数都满足投影关系 ,这也说明单张像片无法利

用平面控制网进行摄像机标定。主纵线方程式

(14) 也可表示为 ( L x , L y)
x 0

y0
= L c 的形式 ,下文

简写为 L X = c ,其中的各个系数可由式 (14) 得

出。并且摄像机的主点必定位于主纵线上[11 ] ,也

即主点 ( x 0 , y0) 必然满足方程 L X = c。因此 ,如

果有两张或两张以上像片 ,就可以利用多条主纵

线通过解超定方程 L X = c 求得主点 ( x 0 , y0 ) 的

坐标。

值得注意的是 ,在利用超定方程 L X = c 求解

主点 ( x 0 , y0 ) 时应该避免所谓的临界运动序列

(critical motion sequences) [8 ]。当摄像机固定而

标定格网只绕其 Z 轴作旋转时 , 各像片的二维

DL T 参数之间线性相关 , 此时各主纵线互相重

合 ,因而无法求出主点的位置。

证明如下。采用齐次坐标 ,针孔 (pinhole) 模

型下的平面投影关系可表示为 :
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s

x

y

1

= A r1 , r2 , t

X

Y

1

= H

X

Y

1

(15)

式中 , A 为内方位元素矩阵 ; r1 、r2 和 t 分别为旋

转矩阵的前两列和平移向量 ; H = A ( r1 , r2 , t ) 称

为同形矩阵 ( homography) 。不难看出 ,利用像点

齐次坐标的第三行消去比例因子 s 后的式 (15) 就

是二维 DL T 方程 ,因此 ,二维 DL T 参数实际上与

计算机视觉中常用的同形矩阵 (第 9 个元素取 1

时) 等价。现取用同形矩阵的表达形式 ,当格网只

绕 Z 轴旋转θ角时 ,两张像片的旋转矩阵间存在

如下关系 :

R2 = R1

cosθ - sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1

(16)

用上标 (1) 、(2) 分别表示对应于第一和第二张像

片的同形矩阵元素 ,将式 (16) 代入 H = A ( r1 , r2 ,

t) 得 :

h
(2)
1

h
(2)
4

h
(2)
7

=

h
(1)
1

h
(1)
4

h
(1)
7

cosθ+

h
(1)
2

h
(1)
5

h
(1)
8

sinθ

h
(2)
2

h
(2)
5

h
(2)
8

= -

h
(1)
1

h
(1)
4

h
(1)
7

sinθ+

h
(1)
2

h
(1)
5

h
(1)
8

cosθ

(17)

主纵线可表示为 y0 = A x 0 + C 的形式 ,若设α为

直线与 x 轴的夹角 ,则直线的斜率为 :

tanα = ( h1 h8 - h2 h7) / ( h4 h8 - h5 h7) (18)

将式 (17) 中的相应项代入式 (18) 中可得 :

h
(2)
1 h

(2)
8 - h

(2)
2 h

(2)
7 = h

(1)
1 cosθ+ h

(1)
2 sinθ - h

(1)
7 sinθ+ h

(1)
8 cosθ -

- h
(1)
1 sinθ+ h

(1)
2 cosθ h

(1)
7 cosθ+ h

(1)
8 sinθ = h

(1)
1 h

(1)
8 - h

(1)
2 h

(1)
7 (19)

同理 可 得 : h
(2)
4 h

(2)
8 - h

(2)
5 h

(2)
7 = h

(1)
4 h

(1)
8 -

h
(1)
5 h

(1)
7 。由此可知两张像片的主纵线斜率相等 ,

也即主纵线互相平行。而且 ,由式 (14) 知 ,常数项

C 可表示为 :

C = h1 h8 - h2 h7 h1 h7 + h2 h8 + h4 h8 - h5 h7 h4 h7 - h5 h8 / h2
7 + h2

8 (20)

由式 (17) 不难得出 , C
(2) = C

(1) 。由此可知两张

像片的主纵线完全重合 ,当然无法求交点 (即主

点) 。因而在实践中应设法消除二维 DL T 参数之

间的相关性 ,最简单的方法是手持摄像机 ,每次拍

摄时都采用 3 个不同的旋转角进行像片拍摄 ,使

旋转矩阵之间失去相关性 ,从而使主纵线的斜率

间有较大差异 ,以便稳定地计算主点位置。

以上详细讨论了摄像机内方位元素初值

( x 0 , y0) 及 f 的求解方法及实践中应该注意的临

界序列问题 ,下文将讨论外方位元素的分解。将

式 (10) 分别代入式 (8) 、式 (9) 可得 :

a1/ a3 = - h1 - h7 x 0 / f h7

b1/ b3 = - h2 - h8 x 0 / f h8

a2/ a3 = - h4 - h7 y0 / f h7

b2/ b3 = - h5 - h8 y0 / f h8

(21)

由 b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1 可得 :

b2
3 =

1

1 +
h2 - h8 x 0

2

f 2 h2
8

+
h5 - h8 y0

2

f 2 h2
8

在以 Y 为主轴的转角系统下 , tanκ=
b1

b2
, 由式

(21) 知 , tanκ=
b1

b2
=

h2 - h8 x 0

h5 - h8 y0
,此式可惟一确定

κ角。

在求解ω角时 , b3 的值在开平方后首先取正

号 ,将已确定的κ角与通过 b3 求得的 b1 、b2 算出

的κ相比较 ,若κ! =κ则说明 b3 应取负号 ,然

后重新计算 b1 、b2 的值。通过 sinω= - b3 即可

计算出ω角。

据旋转矩阵的正交性可得 :

c1

c2

c3

=

a1

a2

a3

×

b1

b2

b3

=

a2 b3 - a3 b2

a3 b1 - a1 b3

a1 b2 - a2 b1

(22)

因为 tanφ= -
a3

c3
=

1
a1

a3
b2 -

a2

a3
b1

, b1 、b2 已在求ω

角时确定 ,而
a1

a3
和

a2

a3
可由式 (21) 确定 ,因而 < 角

也可惟一确定。

可以看出 ,在求解φ,ω,κ角时 ,并没有计算

整个旋转矩阵中的所有 9 个元素 , 因而在计算

XS 、Y S 、ZS 的初值时 ,需利用如上计算出的角φ,

ω,κ, 重新计算旋转矩阵的各元素。由式 ( 8) 、

式 (9) 、式 (10) 求平均可得到λ,则 XS 、Y S 、ZS 的

初值可通过解如下线性方程组获得 :

h3 = x 0 -
f
λ ( a1 XS + b1 Y S + c1 ZS )

h6 = y0 -
f
λ ( a2 XS + b2 Y S + c2 ZS )

λ = a3 XS + b3 Y S + c3 ZS

(23)
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2 　利用光束法平差进行摄像机标定

解算出摄像机的内外方位元素初值后 ,即可

用摄影测量中常用的光束法平差进行摄像机标

定。由于非量测数字摄像机镜头一般存在畸变 ,

标定时需求定畸变参数。引入畸变差后的共线方

程为[12 ] :

x - x 0 - Δx = - f x
a1 ( X - XS ) + b1 ( Y - Y S ) + c1 ( Z - ZS )

a3 ( X - XS ) + b3 ( Y - Y S ) + c3 ( Z - ZS )
= - f x

�X
�Z

y - y0 - Δy = - f y
a2 ( X - XS ) + b2 ( Y - Y S ) + c2 ( Z - ZS )

a3 ( X - XS ) + b3 ( Y - Y S ) + c3 ( Z - ZS )
= - f y

�Y
�Z

(24)

式中 , f x 、f y 分别为 x 、y 两个方向的焦距 ,此处假

设其有效值可能不相等。

Δx = ( x - x 0) ( K1 r2 + K2 r4) + P1 r2 +

2 ( x - x 0) 2 + 2 P2 ( x - x 0) ( y - y0)

Δy = ( y - y0) ( K1 r2 + K2 r4) + P2 r2 +

2 ( y - y0) 2 + 2 P2 ( x - x 0) ( y - y0)

(25)

式中 , r2 = ( x - x 0) 2 + ( y - y0) 2 ; K1 , K2 称为径

向畸变差 ( radial distortion) ; P1 、P2 称为偏心畸变

差 (decentering distortion) 。

用泰勒级数将式 (24) 线性化 ,即可得到用于

标定的误差方程式 :

v x =
5 x

5 XS
ΔXS +

5 x
5 Y S

Δ Y S +
5 x
5 ZS

ΔZS +
5 x
5φΔφ +

5 x
5ωΔω +

5 x
5κΔκ+

5 x
5 X

ΔX +
5 x
5 Y

Δ Y +
5 x
5 Z

ΔZ +

5 x
5 f x

Δf x +
5 x
5 f y

Δf y +
5 x
5 x 0

Δx 0 +
5 x
5 y0

Δy0 +
5 x

5 K1
Δ K1 +

5 x
5 K2

Δ K2 +
5 x
5 P1

ΔP1 +
5 x
5 P2

ΔP2 - l x

v y =
5 y

5 XS
ΔXS +

5 y
5 Y S

Δ Y S +
5 y

5 ZS
ΔZS +

5 y
5φΔφ +

5 y
5ωΔω +

5 y
5κΔκ+

5 y
5 X

ΔX +
5 y
5 Y

Δ Y +
5 y
5 Z

ΔZ +

5 y
5 f x

Δf x +
5 y
5 f y

Δf y +
5 y
5 x 0

Δx 0 +
5 y
5 y0

Δy0 +
5 y

5 K1
Δ K1 +

5 y
5 K2

Δ K2 +
5 y

5 P1
ΔP1 +

5 y
5 P2

ΔP2 - l y

(26)

　　误差方程式各项的系数均由共线方程求偏导

数得到[10 ] 。若控制点可认为无误差时 ,则相应的

误差方程式中消去ΔX 、Δ Y 、ΔZ 项。在进行光束

法摄像机标定时 ,大多情况下法方程的状态不良 ,

因而需要对内方位元素加以适当的权进行平差 ,

以保证解算的稳定性。

3 　数据处理结果与分析

对于上文提出的数字摄像机标定算法 ,笔者

用一组实际图像进行了实验。平面标定格网大小

约为 45cm ×45cm ,共有 900 个设计格网点 ,每个

格网点的设计坐标均用坐标量测仪量测 ,精度为

0. 1mm 左右。实际上 ,对于自检校光束法平差而

言 ,格网点完全不需要如此高的精度 ,精确到0. 5

mm 已经足够 ,而这对于工业制造等领域来说很

容易做到。CCD 摄像机的像幅为 1 300像素 ×

1 030像素 ,标定格网置于水平转盘上 ,每次都采

用不同的旋转角度拍摄 ,共拍摄了 8 张像片 ,每张

像片的可见格网点数约为 500 左右。

每个可见格网点的像坐标都通过直线特征提

取后求交点得到 ,精度高于 0. 1 像素。如果将平

面格网点的量测坐标作为已知值进行标定 ,考虑

格网点像坐标的误差及空间坐标量测误差的综合

影响 ,标定后精度必然低于 0. 3 像素 ,无法满足应

用要求。

严密的自检校光束法平差模型应该将格网点

的设计坐标作为未知数 ,并给以适当的权值进行

平差 ,以精确求解摄像机参数及格网点空间坐标。

利用严密的自检校光束法平差模型进行标定后的

单位权中误差为 0. 08 像素 ,内方位元素的标定值

及其实际精度 (平差结果中给出的未知数中误差)

见表 1 ,其中 f x 、f y 分别为 x 、y 两个方向的焦距 ,

( x 0 、y0) 为主点位置 ,单位均为像素 , K1 、K2 和

P1 、P2 分别为径向和偏心畸变系数。图 1 所示为

其中一张像片的匹配格网点及标定结果的投影格

网点。

　　由表 1 可见 ,该 CCD 摄像机的主点接近像片

中心 ,且标定精度在 0. 1 像素以内 ,摄像机的纵横

比为 0. 998 2 ,也即像素非常接近于正方形 ,焦距

的标定精度在 0. 2 像素左右 ,完全可以满足高精

度近景三维量测的要求。摄像机镜头的畸变大小

是镜头加工质量的主要标志 ,将表 1 中的畸变参

数代入式 (25) 可知 ,像幅内的最大畸变差约为 3

像素 ,可见该摄像机的畸变较为明显。

为了检验标定结果的实际精度 ,利用标定得
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图 1 　匹配格网点和标定结果的投影格网点

Fig. 1 　Matched Image Points and Projected Ones with Calibration Result

表 1 　实际图像标定结果统计表/ 像素

Tab. 1 　Results of Camera Calibration with Real Images/ pixel

统计项目 f x 　　 f y 　　 x 0 　　 y0 　　 K1 　　 K2 　　 P1 　　 P2 　　

标定值 4 426. 135 4 418. 137 652. 120 514. 730 - 7. 416 ×10 - 9 - 4. 522 ×10 - 15 6. 489 ×10 - 7 6. 684 ×10 - 7

中误差 0. 201 0. 228 0. 085 0. 087 1. 162 ×10 - 10 1. 828 ×10 - 16 4. 654 ×10 - 8 1. 251 ×10 - 8

到的内外方位元素及自检校光束法平差后的格网

点空间坐标对每张像片都进行了投影 ,并将格网

点的投影值与像片上通过直线求交得到的观测值

求差 ,每张像片中二者差值的中误差都在 0. 1 像

素以下。本文提出的摄像机标定算法已成功地应

用于工业零件的尺寸制造误差检测系统中 ,取得

了很好的结果。

为了全面评价本文提出的摄像机标定算法 ,

利用张正友[1 ]提供的测试数据 (共 5 张像片 ,每张

像片有 256 个角点)进行了实验 ,如表 2 所示。从

表 2 可以看出 ,焦距和主点都有 2～3 像素的变

化 ,而未知数的标定精度有很大提高。

表 2 　张正友算法与本文算法的结果比较/ 像素

Tab. 2 　Comparision Between Zhang’s and Our Calibration Algorithm/ pixel

统计项目 f x f y x 0 y0 mf x mf y m x 0 my0

张正友算法 832. 50 832. 53 303. 96 206. 59 1. 41 1. 38 0. 71 0. 66

本文算法 829. 64 829. 26 301. 74 207. 04 0. 22 0. 23 0. 10 0. 09

　　张正友在其文章中指出 ,像片点观测值和根

据非线性最优化后的内外方位元素及控制点的坐

标进行投影后得到的投影点之间的偏差中误差为

0. 335 像素[1 ] 。为了比较 ,利用本文所述标定算

法得到的内外方位元素及平差后的格网点空间坐

标对每张像片都进行了投影 ,并将投影值与张正

友提供的观测值求差 ,每张像片差值的中误差也

都在 0. 1 像素左右。
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Abstract :A flexible camera calibration technique using 2D-DL T and bundle adjustment with pla2
nar scenes is proposed in this paper. The equation of principal vertical line under image coordinate

system represented by 2D-DL T parameters is worked out using the correspondence between

collinearity equations and 2D-DL T. Proof of ambiguities in camera parameter decomposition with

2D-DL T parameters is given. Initial value of principal point can be obtained with at least two e2
quations of principal vertical lines. Proof of critical motion sequences (CMS) is also given in de2
tail. The practical decomposition algorithm of extrinsic parameters using initial values of principal

point , focal length and 2D-DL T parameters is discussed elaborately. Planar- scene camera calibra2
tion algorithm with bundle adjustment ( using collinearity equations) is addressed. For the pro2
posed technique , either the camera or the planar pattern can be moved freely , and the motion

need not be known. Very good results have been obtained with both computer simulations and re2
al data calibration.
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